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UNIDAD I

Numeros Reales

CONJUNTOS

Definicion: Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos. Denotaremos los
conjuntos con letras mayisculas A, B, C, etc. Los objetos que componen el conjunto reciben
el nombre de elementos o miembros del conjunto v los denotaremos por letras minusculas a,
b, ¢, etc.

Nota: Existen dos formas de escribir un conjunto:

e Por extension por la que podemos determinar el conjunto listando todos sus
elementos.

o Por comprension por la que podemos determinar un conjunto, identificando sus
elementos mediante una propiedad comun de ellos.

Para escribir un conjunto por extension, listamos todos sus elementos separados por comas, v
finalmente, encerrados entre llaves. Por ejemplo A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}.

Para escribir un conjunto por comprension elegimos un elemento arbitrario x v sefialamos que
cumple una determinada propiedad P(x). Finalmente, encerramos toda la expresidon entre
llaves: A= {x: Pfx)}, se lee “A4 es el conjunto de todos los elementos x tales que cumplen la
propiedad P(x)". (Nota *:” es una manera simbdlica de escribir tal gue™).

Ejemplos:

1. El conjunto A = {a, e, i, 0, u} estd expresado por extension. Si deseamos expresar el
conjunto A por comprension debemos buscar una propiedad 6 caracteristica en comun
que contengan cada uno de sus elementos, en este caso sabemos que los elementos son
vocales, por lo tanto el conjunto A se puede expresar por comprension como sigue:

A = {x: x es una vocal}.

2. Sea B = {x: x es un numero entero positivo menor que cinco}, este conjunto esta
expresado por comprensidn, para expresar B por extension debemos determinar el
conjunto listando todos sus elementos, es decir B = {1,2,3,4}.

Conjunto Vacio

Dado el conjunto C, C = {x: x es un profesor de matemadtica con mas de trescientos afios de
edad} expresado por comprension, se desea expresar el conjunto por extension, entonces
debemos encontrar todos los elementos del conjunto; es evidente que C carece de elementos,
debido a que no existe actualmente un profesor con dicha caracteristica. Por lo tanto, C es un
conjunto que carece de elementos, el cual es llamado conjunto vacio. El conjunte vacfo se
denota por { } o [

Porloque C={} 6 C=0.

En cualquier aplicacion de la teoria de conjuntos, los elementos de todos los conjuntos
pertenecen usualmente a un gran conjunto fijo llamado conjunte universal (U/). Por ejemplo
s1 trabajamos en el conjunto de numeros reales, denotado por R, el universo son todos los
numeros.




Conjunto Unitario
Un conjunto unitario es aquel que esta formado por un solo elemento. Por ejemplo

A= {a}= {x / x=a}

Igualdad de Conjuntos

Decimos que dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos. Para denotar
que A v B son iguales, escribimos: A=B

Inclusion de conjuntos

Si cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se dice
que A es un subconjunto de B. Se dice también que A estd contenido en B o que B contiene
a A. Larelacion de subconjunto viene dada por: A < B

Ejemplo:

Consideremos los siguientes conjuntos A={1,3,4,5,8,9}, B={1,2,3,5,7} y C={1.5}. Podemos
observar que todos los elementos del conjunto C estan en el conjunto A, por tanto Cc A. De
la misma manera podemos observar que CcB. Sin embargo, no todos los elementos del
conjunto B estan en A, por lo que podemos decir que B no esti incluido en A.

Propiedades: Sean A y B dos conjuntos cualesquiera se cumple siempre:
1. O cAcU (el conjunto vacio esta contenido en el conjunto A )
2, AcA (cualquier conjunto esta incluido en si mismo)
3. SiAcByBcC, entonces AcC
4. A=BsiysolosiAcByBcA

Operaciones entre Conjuntos

Cuando trabajamos con ecuaciones, problemas, etc. podemos llegar a encontramos con
distintas situaciones al querer determinar las soluciones de los mismos, es por ello, que a
continuacion se definirda las operaciones entre conjuntos, las cuales constituyen una
herramienta necesaria en la resolucion de diferentes ejercicios matematicos.

Unién de Conjuntos

Ejemplo: Juan, José, Luis, Mario, Alfredo, Rubén, Roberto, Bruno, Adridn, Fernando, Daniel
y Andrés estudian en el mismo grupo. De ellos, Juan, Luis, Mario, Rubén y Roberto practican
natacion. José, Mario, Alfredo, Roberto, Bruno y Andrés juegan futbol. ;Cuiles estudiantes
practican algun deporte?

Solucidn:

Llamamos A al conjunto de los estudiantes que nadan, es decir:

A = {Juan, Luis, Mario, Rubén, Roberto} y B al conjunto de los estudiantes que juegan fitbol:
B = {José, Mario, Alfredo, Roberto, Bruno, Andrés}

Ahora formamos la coleccion de estudiantes que practican algin deporte:

{Juan, Luis, Mario, Rubén, Roberto, José, Alfredo, Bruno, Andrés}.



Los elementos de este conjunto son los estudiantes que practican algin deporte. Notar que a
Mario y a Roberto no lo colocamos dos veces en el conjunto, por més que practiquen dos
deportes a la vez,

Cuando deseamos, como en el problema anterior reunir los elementos de dos conjuntos 4 y B,
escribimos:

C=AUB

En este caso decimos que C es la unidn de los conjuntos A y B, y para describir sus elementos:

AUB={I.I".IEACIIEH}

Y se lee 4 union B es el conjunto de elementos x tales que x pertenece a alguno de los dos
conjuntos, es decir, x pertenece a 4 o x pertenece a B.

Notemos que en la unién se encuentran todos los elementos de 4 y todos los elementos de B.
Es decir:

AcAUByBcAUE

Grificamente se representa: A

AUB

Observaciones:

e Sid cBentonces 4 VB =5

e Sid=PBentoncesd UB=4 =25

e Six €4 B entonces x pertenece a 4, x pertenece a B o x pertenece a ambos.
Ejemplo: Si 4 ={3,4,5,6} y B ={3,6}, encontrar 4 U B.

Solucidn: Como todos los elementos de B pertenecen al conjunto A (BcA) entonces la unidn
serd el conjunto A.

AUuB={3 43, 6

Propiedades de la Union: Sean A y B dos conjuntos cualesquiera se
verifica que:

1. Idempotencia: A A= 4

2, Asociatividad: (AVB)YUC=AUu(Bu(C)

3. Conmutatividad: A B=Bu 4

4. Elemento neutro: AP =Ppud=4

Interseccion de Conjuntos

Ejemplo: Los miembros del Consejo de Seguridad de la ONU durante 1997 fueron Japon,
Kenia, Polonia, Portugal, Republica de Corea, Federacion Rusa, Suecia, Reino Unido,
Estados Unidos de Norteamérica, Chile, China, Costa Rica, Egipto, Francia y Guinea-Bissau.



De ellos Federacion Rusa, Reino Unido, Estados Unidos de Norteamérica, China y Francia
son miembros permanentes. Por otra parte, Portugal, Chile, Costa Rica, Francia y Guinea-
Bissau tienen por idioma oficial una lengua romance. ;Qué paises son miembros permanentes
y tienen una lengua romance por idioma?

Solucion:

Llamamos 4 al conjunto de miembros permanentes del Consejo de Seguridad de la ONU, es
decir:

A = {Federacion Rusa, Reino Unido, Estados Unidos de Norteamérica, China, Francia} y B al
conjunto de paises cuyo idioma es una lengua romance, o sea:

B = {Portugal, Chile, Costa Rica, Francia, Guinea-Bissau}

Los paises que son miembros permanentes y cuyo idioma es una lengua romance son los que
estan en ambos conjuntos, llamemos C a dicho conjunto, entonces:

C = {Francia}

Francia es el Gnico pais que es miembro permanente y tiene como idioma una lengua
romance.

En general, cuando deseamos obtener los elementos que pertenecen tanto al conjunto 4 como
al conjunto B, escribimos:

C=4nE
En este caso decimos que C es la interseccion de los conjuntos A y B, o sea:
AnB={X/xeAdyxe B}

Y se lee A4 interseccién B es el conjunto de elementos x tales que x pertenece a A y x pertenece
a B.

De acuerdo con la definicion, cualquier elemento de 4 ~ B es un elemento de 4 y también de
B, es decir:

(AnB)cAy (AnB)ch

A =

ANB
Cuando no hay elementos que pertenezcan a ambos conjuntos 4 y B, decimos que la
interseccion es vacia o que el conjunto obtenido es el conjunto vacio.
Observaciones:
e SidcBentoncesA N"B=A

e 5id=PBentoncesd "B=4=8



Propiedades de la Interseccién. Sean A y B dos conjuntos
cualesquiera se cumple que:

l. Idempotencia: AnAd=4

2. Asociatividad: (AN B)NC=ANn(BNC)

3. Conmutatividad: AnB=8BnNn4A

4. Elementoneutro: AnU=UnAd=A4

Conjunto de los Namer les ( N

Los nimeros que se emplean para contar, 1, 2, 3, 4,... constituyen el conjunto de los Nimeros
Naturales (o enteros positivos). Lo simbolizamos con N y podemos escribirlo como:

N={1,2,3,4,..}

Propiedades de N:

1. El conjunto N es infinito

2. Tiene primer elemento (el 1) y no tiene dltimo elemento

3. Todo nimero natural tiene un sucesor:
YneN, 3 ntl € N,donden+ 1 es el sucesor de n

4. Todo nimero natural tiene un antecesor excepto el 1:
YneN an#1 3 n-1 € N,donden— 1 esel antecesor de n

5. Entre dos nimeros naturales hay un numero finito de nimeros
naturales. Se dice que N es discreto

Nota: En este conjunto la suma de dos nimeros naturales da como resultado otro natural (Ley
de cierre para la suma), pero no ocurre lo mismo para la diferencia (no vale la ley de cierre),
por ejemplo 3 - 5 no tiene solucién en este conjunto, por lo tanto ecuaciones del tipo 5 +x =3
no tienen solucion en el conjunto N, de alli la necesidad de introducir un nuevo conjunto de
numeros.

Conjunto de los Nimeros Enteros ( Z )

S1 al conjunto N se agrega el mimero 0 y los enteros negativos se obtiene un nuevo conjunto
llamado Enteros. Lo simbolizamos con Z.

Z={... ~3,-2,-1,0,1,2,3,4,....}
Z=Nu{0}uZz"

Propiedades de Z:
1. El conjunto Z es infinito
2. Elconjunto Z no tiene ni primero ni tltimo elemento
3. Todo nimero entero tiene un antecesor y un sucesor
4. Entre dos nlimeros enteros hay un nimero finito de nimeros enteros.
Se dice que Z es discreto

Nota: La suma y diferencia de dos nlmeros enteros es otro entero (valen las leyes de cierre
para suma, diferencia y producto) pero no ocurre lo mismo con la division de dos nimeros
enteros, por ejemplo 2:5 no tiene solucién en este conjunto (no vale la ley de cierre para la
division), por lo tanto ecuaciones del tipo 4 x + 1 = 6 no tienen solucién en Z, de alli la
necesidad de introducir un nuevo conjunto de nameros.



Conjunto de los Ndimeros Racionales ( Q) )

Es el conjunto de nimeros formado por aquellos nimeros que pueden expresarse como
cociente de dos nimeros enteros, como una fraccion. Es decir:

aeQ $ia=EGﬂHh}’CEZAG?‘-U
c

A este conjunto lo simbolizamos con Q.
Q = £ v Fraccionarios

Los nimeros naturales y enteros son racionales con denominador 1.

Propiedades de Q:
1. Q esinfinito
2. El conjunto @ no tiene ni primero ni ultimo elemento
3. Entre dos numeros racionales existen infinitos nimeros racionales,
entonces se dice que Q es denso.

Transformacién de una Fraccién en una Expresion Decimal: Se divide numerador por
denominador. Si el resto es 0, la expresion sera decimal exacta (por ejemplo 2/5 = 0,4), caso
contrario, la expresion serd periddica, en la cual se repiten indefinidamente alguna o algunas

cifras decimales llamadas “periodo™(por ejemplo 1/3 = 0,3333.. ., se expresa 0, 3)

Nota: El conjunto de los niimeros racionales puede definirse también como el conjunto de los
nimeros decimales periddicos.

Existen dos tipos de expresiones decimales periodicas:
- Expresion decimal periodica pura: el periodo aparece inmediatamente después de la
coma. Ejemplo: 2,33333...=2,3

- Expresion decimal periédica mixta: el periodo aparece luego de una parte no
periédica que también estd detrés de la coma. Ej: 1,34666666..... = 1,346

Transformacién de una Expresién Decimal en una Fraccién

A continuacién se presenta algunos ejemplos del procedimiento que se realiza para determinar
la fraccion correspondiente a una expresion decimal:

1) Sea x=06 x = 0,666...
Multiplicando por 10 = 10x = 6,666....
restando x =0,6066...

9x=6 =>x=§=>x=2

2) Seay = 3,128
y=3,128282828....
multiplicando por 1000 = 1000y = 3123)2@
restando 10y = 31,28

990y = 3097 = y = =

990

Para facilitar esta transformacién podemos ocupar la siguiente regla:



Regla Toda expresion decimal periddica pura se puede transformar en una fraccidn tal que:
¢ El numerador se obtiene restando al nimero sin la coma la parte entera.
* El denominador se obtiene colocando tantos 9 como cifras periddicas tenga.

Ejemplo:
23-2 21 7
2y gy
436 —4 432
436= 99 99

Regla Toda expresion decimal periddica mixta se puede transformar en una fraccion tal que:

¢ El numerador se obtiene restando al nimero decimal sin la coma la parte entera seguida
de la parte no periddica.

¢ El denominador se obtiene con tantos nueves como cifras tenga el periodo seguido de
tantos ceros como cifras tenga la parte no periddica.

Ejemplos:
357 = 354-35 _ 319
90 80

413678 — 4136 _ 409542
99000 ~ 99000

413678 =

Fracciones Equivalentes: Dos fracciones son equivalentes cuando representan el mismo

: ; . X 5 : :
nimero, por ejemplo 2’ E y >0 son equivalentes porque todas representan el mimero 0,25,

Para pasar de la primera a la segunda se multiplica numerador y denominador por 2, o por el
contrario si se quiere reducir la segunda fracciéon a la primera se divide numerador v
denominador por 2.

Operaciones en Q:

dtbe
Suma o Resta: —+ 5 - 24=7C
b d b.d
Ejemplos:
a) Fracciones de igual denominador: se pone el mismo denominador y se suman o restan
numeradores.

3 .47
—_—— —n
a 5 3

b} Fracciones de distinto denominador: se obtienen fracciones equivalentes de igual

denominador antes de sumar o restar

33 52_9 10

E:; = e T i T
3 2

2 5
2 23 32 6 b 6
T T equivalentes T

3 5§ .33=25 9-10 1
Lo R = =
2 3 2.3 6 6




o I
Producto: —x—=—

Es conveniente simplificar las fracciones a su minima expresién y recién realizar el producto.
La simplificacién se hace entre numerador y denominador

Ejemplos: Lxﬁxﬁ—l—-lxgxl—l"z'l:g
S Z 8 7 117 LI 7
.3 .8 1.3.2. 132 8
e e A — e,
25, 4, 5 51 5 1.5 25
a
» ad
Cociente: 9':‘£=£=za_
s T TR

En este caso la simplificacion se hace entre numeradores o bien entre denominadores.

Ejemplos: Ei—nziﬁ:E:é

Jempros 3’535 32 6
ﬁ‘d_]'rﬁB — !—'é:—z'l'szm
9.3, 3 311 311 3

Nota: El conjunto de los niimeros racionales no es cerrado para la radicacion, por ejemplo

J2=1,414213.. no es un nimero racional porque es un nimero decimal Jo periddico, no se
puede expresar como una fraccion, por lo tanto ecuaciones del tipo x 2 = 2 = 0 no tienen
solucion en Q. De alli la necesidad de introducir un nuevo conjunto de nimeros.

Conjunto de los Nimeros Irracionales (1

Es el conjunto formado por los nimeros que tienen infinitas cifras decimales no peritdicas.
Lo simbolizamos con L.

Ejemplos:
J2 =1,414213.....
x=314..
J3 =1,7320508...
Propiedades de I:

1. Iesinfinito

2. El conjunto I no tiene ni primero ni ltimo elemento

3. Entre dos nimeros irracionales existen infinitos nimeros irracionales,
entonces se dice que 1 es denso.




Conjunto de los Numeros Reales ( R )

Es el conjunto formado por la unién de los racionales y los irracionales:
R=Qul
Resumiendo:

NufhJZ =~ ——— Enteros Z
W e Racionales
Fraccionarios W ———+  RealesR
Irracionales I

Representacién Grifica de R: Los nimeros reales se pueden representar sobre una recta,
llamada recta real, de modo que a todo nimero real le corresponde un punto de la recta y a
todo punto de la recta le corresponde un nimero real.

]
w
1
b
i
=3
£ =
= =
B =y
a3 =

Lev de Tricotomia: Llamamos P al conjunto de nimeros reales mayores que cero:
P={x/xe Ra x>0}

Dado un nimero a € R y un conjunto P llamado positivo, tal que P R y P cerrado para la
suma y el producto, es valida solo una de las proposiciones siguientes:

i) aeP ii)a=0 iii) -a P

Orden en R: Siayb € R, aesmenor que b si se cumple que b — a es positivo.

a<be=b-aeP

Operaciones en R. Propiedades

Las operaciones binarias usuales en R son la adicién, producto, diferencia y division

1
Propiedades de la Adicién (Suma): Seana,b.ceR

Ley de Cierre: ¥ a, b € R se cumple que a+b e R
Ley Conmutativa: ¥ a, b € R se cumple que at+b=b+a
Ley Asociativa: ¥V a, b, ¢ € R se cumple que a+ (b+c) = (a+b)+c
Existencia del elemento neutro para la suma:

vV aeR,30eR; a+0=0+a=a
5. Existencia del elemento opuesto (inverso aditivo)
VaeR,d-aeR;at+(-a)=(-a)+a=0

el T




Propiedades del Producto: Seana,b,c e R

Ley de Cierre: ¥ a,b € R se cumple que a.b € R
Ley Conmutativa: Ca, b € R se cumple que a.b= b.a
Ley Asociativa: Va, b,c € R secumpleque a.(bc)=(a.b).c
Existencia del elemento neutro para el producto:
VaeR, 3leR;a.1=1l.a=a
5. Existencia del elemento inverso
VaeR,a#z03a'eR a.a'=a".a=1
6. Distributiva: Va,b,c € R secumpleque a.(b+c)=ab+a.c

kR Bl

Todo conjunto que cumple con las propiedades anteriores se denomina “Campo™, por lo tanto
el conjunto de los Reales con las operaciones de suma y producto usuales constituye un
campo numérico. Otros campos numericos son los Racionales y los Complejos.

Observacion: Si el producto de dos nimeros reales es cero entonces uno de los dos niimeros
es cero.

a,beR,sia.b=0=a=0vb=0

Reglas para la resolucion de ejercicios:
s Reglas de Su id tntesis:
at+(b+c)=a+b+c
a—(h+c)=a-b-c

a-(b-c)=a-b+c

* Re

o Levyes Cancelativas v Uniformes:

1) De la Adicién: a+b=c+b=a=c (cancelativa)

a=c¢c=>at+b=c+b (uniforme)
2) Del Producto: a.c=b.c=a=b, c#0 (cancelativa)

a=b=a.c=b.c (uniforme)

* Potenciaen R

Sean a € R, n entero positivo, definimos a” = a.a.a.a.a....a=c
L_n veces |




a: base de la potencia e R
n: exponente € Z

¢ : se denomina potencia € R

=1 1 -n

1 § 1 |
Sia#0=a’=1 , a'== y a"=— EkaIﬂ:HITEF
o |

Propiedades de la Potencia

1. Producto de potencias de igual base: a".a™ = a™™  Ejemplo: 2°.2°= 2
2. Cociente de potencias de igual base: a":a” =a"" si az0

Ejemplo: 2o Btm gt
3. Potencia de potencia: (@) =8 Ejemplo: (2°)7= 2%

4. Distributiva de la potencia respecto del producto: (a.b)" = a".b"
Ejemplo: (2.3)"=2%37

5. Distributiva de la potencia respecto del cociente: (a:b)" =a":b" si b20
7

3 )
Ejemplo: | = | ==
jemplo [SJ 3

Observacion

La potenciacion no es distributiva respecto a la suma o la diferencia. Es decir

(@axh)" #za" £b"

# Radiecacidn en R

La rafz enésima de un nimero real “a” es otro nimero “b”cuya potencia enésima es “a .
-J;zb < b"'=4a ne N
a: se denomina radicando

n: se denomina indice del radical

- Sia>0Anespar=> %a ) 0 (resultado positivo). Ej: 16=2

- Sia<0Anespar= ta = 3 (no existe solucion real) Ej: V-4 & R
- Sia>0anesimpar = Ya)o (resultado positivo) Ej: {'{ﬁ =2

- Sia<0Anesimpar= tfa ( 0 (resultado negativo) Ej: ¥-32=-2
1
- La radicacion puede expresarse como potencia de exponente fraccionario: Ya= an



Propiedades de la Radicacion:
1. Raiz de un producto es igual al producto de sus raices: Va.b = va. b
a_Ya

2. Raiz de un cociente es igual al cociente de las raices: v o

3. Raiz de raiz es igual a la raiz del numero cuyo indice es el producto de los indices
dados:

I 1

Yoa="2" o [;J o =a§-% =g m
Ej: ﬁ=]~3"§

4 o =(3a) o (a")=a"r-ar

La radicacion no es distributiva respecto a la suma o la diferencia. Es decir:

Matb+tatmb

;Cuidado al simplificar!

Si tenemos una potencia, como radicando en una raiz de indice par, podemos escribir:
(-2)* =(-2)"""? =-2 que es equivalente a simplificar indice con exponente y esto no es
correcto porque si operamos sin simplificar, el resultado obtenido es 2 (positivo)

* Operaciones con Radicales:

1. Extraccion de Factores fuera del Radical: Para extraer un factor fuera del radical se
divide el exponente del factor por el indice, el resultado es el exponente del factor fuera
del radical v el resto de la division es el exponente del factor que queda dentro del radical.

Ejemplo: %,u']:lm.qg =q’.p’ 3’}{];
$a b® =g’ j'llﬂ_hj

Nota: Si se quiere introducir un factor dentro del radical se realiza el proceso inverso: se

multiplica el exponente del factor por el indice, el resultado es el exponente del factor
dentro del radical

2. Racionalizacién de Denominadores: Dada una fraccion cuyo denominador sea un
radical, racionalizar dicho denominador es transformar la fraccion dada en otra
equivalente a la primera, en cuyo denominador no figuren radicales.

1° Caso: Cuando figura un solo radical en el denominador, se multiplica y divide por una
raiz con el mismo indice, y el exponente del radicando es la diferencia entre el indice y el
exponente del radical original.



: . X _ x.ﬁ=x.ﬁ=x.-ﬁ’
Ejemplos: :E 13 (.fj)z 5

—
x xim .. x¥mt owimt . wdlim’

—_

2° Caso: Cuando se tiene un binomio con radicales en el denominador de la fraccién, se
multiplica y divide por el binomio conjugado (cambia el signo)

5 S(xﬁ+a) (3+a]_5(ﬁ+a}
Vi-a (V3- a][-ﬁm) (\ﬁ]z s 3

Ejemplos:

3 3-(~’E+‘EJ _ 364342 _3.6+342 3\,;- 35
V-2 (V6-2).(V6+\2) (Ve -(vaf  6-2 d

« Relaciin de Menor: Va,b,ceR
1. Enlaadicibnia<b=a+c<b+c
2. Enel producto: a<b aAc>0=a.c<b.c

a<b aAc<0=a.c>b.c (seinvierte la desigualdad)

3. Enelcociente: a<bhb nc:v[}::-f- < E
C C
a b . ]
a<b ac<=—-> — ( se invierte la desigualdad)

c e
= Valor Absoluto: Se define valor absoluto de un nimero real a:
asia)0

lal= 4J0sia=0 Ejemplo: 14]=4 ¥ -4 =4
-a sia0




» Propiedades del Val luto:

az0
2)|a|=|-a
3)|a.b|=|al.|b|
ol2]-12l

bl |b]

5)a+b|<|a|+|b]
6)|a-b|2|a|-|b]|
7)| x|sa=-a<x<a;a>0

8) |x|za=xs-avxzaj;a>0

e Intervalos Reales: Un intervalo real es un subconjunto de R y se representa como un
segmento de la recta real.

Seana.b € R, tal que a <b, se define:
- Intervalo Cerrado [a, b]:

[,b]={xx e Raras<x=bh}

- & B >
i b
- Intervalo Abierto (a, b):
(a.b)={xxe Rana<x<b}
-« -O O >
a b

- Intervalo Semiabiertos o Semicerrados:

[a,b)={xx e Raa<x <b}

o
¥

- &>
i

(a,b]={xxeRnra<x<b}

L 4

il i
) e
i

Te



- Intervalos sin Cota Inferior o Superior

(a,m)={xx e Rax>a}

L &
it
[a.e)={xx e Rax=a}
4+
* O e =
i
(-0, a] = {x/x € R A x < a}
= W
++ * -
i
(-oo,a)= {wx e RAax<a}
s |
- < -
T



UNIDAD 11
Expresiones Algebraicas. Polinomios

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Se llama expresién algebraica a todo conjunto de términos representados por letras y
nimeros, relacionados entre si por medio de las siguientes operaciones: adicion, sustraccion,
multiplicacién, divisién, potenciacion y radicacion.

Ejemplos:
a) x* +2xy
b)V2x + P
xX.y—2x
c]—'};
x° +1]

d) —x+a( l}

Expresiones Algebraicas Enteras: Se llaman asi a las expresiones algebraicas en que las
letras estdn sometidas unicamente a las operaciones de suma, resta y multiplicacién (incluye

la potencia con exponente natural).

Ejemplo: xa—lx+}'4

Expresiones Algebraicas Racionales o Fraccionarias: Son las expresiones algebraicas que
involucran la operacion de la division.

I—=x r

x2-1 2p-t

Ejemplos:

Monomio: Es la exPresmn algebraica entera en la que no intervienen ni la suma ni la resta.
Ejemplo: 2x°y

El nimero que multiplica a las letras se llama “coeficiente numérico™ y las letras se llaman
“parte literal”

Monomios Semejantes: Dos monomios son semejantes cuando tienen la misma parte literal.
Ejemplo: 6x"y " es semejante con 2x 2}; :

Grado de un Monomio: Es la suma de los exponentes de la parte literal.

Ejemplo: 8x' y~ tiene grado 7

Suma de Monomios
Es inmediato sumar o restar monomios semejantes:
2x7 + 4x? = (2 + 4n? = 617 Txt —3x? = (7 — 3)xt = ax?

La suma de monomios no semejantes, por ejemplo: 5% = 3x* punca es otro monomio,
considerando este caso particular, la suma nos da un binomio.



Nota: Un binomio es la suma de dos monomios no semejantes, un trinomio, de tres vy en
general, un pelinomie es la suma algebraica de un numero finito de monomios no semejantes
(en particular, un monomio también es un polinomio).

Multiplicaciéon de Monomios:

El producto de dos 0 mas monomios es otro monomio cuyo signo resulta de aplicar la regla de
los signos del producto, cuyo coeficiente numérico es el producto de los coeficientes
numéricos de los factores, y cuya parte literal se obtiene escribiendo una sola vez cada una de
las letras que figuran en los monomios dados, con un exponente igual a la suma de todos los
exponentes con que dicha letra figura en los factores.

Ejemplo:
[%alm ](— 5.ahb’ ](— L,:-:,mgl ] = E.S.vlr-—.az*' MY =
3 10 5 10
Respuesta:
1
—a’*b’x.m’
5

Division de dos Monomios: El resultado es otro monomio cuyo signo resulta de aplicar la
regla de los signos de la division, cuyo coeficiente es el cociente de los coeficientes de los
monomios y cuya parte literal se obtiene escribiendo una vez todas las letras que figuren en
los monomios dados, con un exponente igual a la diferencia entre el exponente de la letra del
dividendo y ¢l que tiene la misma en el divisor.

Ejemplo:
{:—llxgzzjé[:’pxﬁ ]= - 4}:9_532'_1 =—4 x4z

Respuesta: | _ 4,4,

POLINOMIO

Polinomio: Es la suma algebraica de monomios, llamados términos del polinomio.
Un polinomio con dos términos se llama binomio
Un polinomio con tres términos se 1lama trinomio

Un polinomio con cuatro términos se llama cuadrinomio

Grado de un Polinomio: El grado del polinomio es igual al del término de mayor grado

Ejemplo: El siguiente polinomio es de grado 13

B.rzyj - Iy + qu}fsz

“Un polinomio de grado cero es una constante no nula”. Por lo tanto cualquier nimero real
distinto de cero se puede considerar como un polinomio de grado cero.



Polinomio Nulo: Se llama asi al polinomio que tiene todos los coeficientes numéricos nulos
y se dice que carece de grado.

Polinomio Homogéneo: Es aquel polinomio que tiene todos los términos de igual grado.
Ejemplo: 2x y+ax’yi-52%x

Polinomios O s: Un polinomio se dice ordenado con respecto a las potencias
decrecientes de una de sus letras, cuando esta figura en cada término elevada a una potencia
menor o igual que en el término anterior.

Ejemplo: 3a’z-2a’+1/3a z%-2a estaordenado con respecto a las potencias
decrecientes de a.

Nota: Puede ordenarse el polinomio en forma creciente con respecto a una de sus letras.

5

Ejemplo: -2a+1/3a *2%_.2a% +3a’z estd ordenado con respecto a las potencias

crecientes de a.

Polinomio_Completo: Un polinomio en x (o en una indeterminada cualquiera) se dice
completo cuando figuran todas las potencias menores de esa letra que la de mas alto grado
con que esa letra figura en el polinomio. En caso contrario el polinomio se dice incompleto.

Ejemplos: 3 x S.2x%+113x? -2x-8 (incompleto en x porque falta x*)
6x* -7x*+8x% —x + 5 (completo)

Para “completar” un polinomio se deben agregar los términos que faltan pero con coeficiente
numérico “cero” para no alterar el polinomio original.

Ejemplo: Completar el polinomio 5z Yl
=5z +02*+02% -=7z+0 (completo)

Igualdad de Polinomios: Dos polinomios son iguales si todos sus términos son iguales

OPERACIONES CON POLINOMIOS

1) Suma de Polinomios: Se realiza agrupando los términos semejantes y sumando sus
coeficientes. El grado del polinomio resultante serd igual o menor al mayor grado de los
polinomios dados.

Ejemplo: Sumar los polinomios siguientes:

33‘1+?x3}r—2x4 : —{i}fx3+4}'2-x4 : Zyz—Bxay
3y2+?’x3y-2x4

+ 4y2—6x3y— X
2}?2——3x3y
9y%-2x3 y-3x*



Respuesta: oy? —2yx3-3x*

2) Diferencia de Polinomios: Se realiza sumando al minuendo el opuesto del sustraendo (el
opuesto de un polinomio se obtiene cambiando el signo de todos sus términos).

3 +5xy — y del polinomio gx? - 10x y+ty

Ejemplo: Restar —-2x
Bx® -10x y+y-(-2x° +5xy - y)=8x? - 10x y+y+ 2x° - Sxy+y =

=10x? -15x y+2y

Respuesta: 10x° —15x y+2y

3) Multiplicacién de Polinomios:

I) Multiplicacion de un Monomio por un Polinomio: Se realiza multiplicando cada término
del polinomio por el monomio

Ejemplo: 3x1y.{53x1y2 -3xy+ ijyz]= 15 x4 y3 z-9x° yz +24 %0 2 ¥

Respuesta: 15 x* y3 z-9x° _112+24 x° - B

IT) Multiplicacién de dos Polinomios: Se obtiene multiplicando cada término del polinomio
por cada término del otro polinomio. O sea que se aplica la propiedad distributiva. El grado
del polinomio resultado es igual a la suma de los grados de los polinomios dados.

Ejemplo:

(252 55 a+bﬂ{la—b] o la2tl 5,2 gl Ml sp gt (1,2 G241
he 2 > 2
1

e DS, JUS By TNt B (0 N W SR 8 O | Y R
2 ) 2 2

Respuesta:| 3 _Ealb_i_l_lﬂ.bz -

Otra Forma de Multiplicar: Se colocan los polinomios como si fuera producto de dos nimeros
y se realiza los productos entre los términos de uno con término del otro, esos resultados se
colocan de manera que queden en columnas los términos semejantes para poder sumarlos. En
el ejemplo anterior:

2a2 - 5ab + b2

®x —ga-5h
2

g’ -%alb+ ;—a b?

+
~2a’b+5ab’ -¥

a -Ea"'b+£a b —p
2 2



4) Divisién de Polinomios:

Divisién de Polinomios: Para efectuar la divisién de polinomios el grado del dividendo debe
ser mayor o igual que el grado del divisor. Deben ordenarse en forma decreciente, y el
polinomio dividendo debe estar completo.

Regla: Se divide el primer término del dividendo por el primero del divisor, con lo que resulta
el primer término del cociente. Se multiplica el primer término del cociente por el divisor y se
lo resta del dividendo, obteniéndose un resto de grado menor que el dividendo. Se repite el
procedimiento entre el resto y el divisor hasta llegar a obtener un resto de menor grado que el
divisor.

Ejemplo:
Dividendo — %xd' - g x3 - 4.1'2 -x+5 %.rz -x —  Divisor
(§x4 —Exs] ?1'-:.:2 -2x+4 — (Cociente
4 2 2

—x +4x*—x+5

—[—x3+2x2j
2xt- x +5
- [Exz—ﬁlx}
3x +5 —  Resto

Polinomios en una Variable: Un polinomio de grado “n™ en una variable (o indeterminada)

L ]

X SEEKP['ES&:
.1 : 3
Px)=apnx"+an-.1.x" +aﬂ_z.x“2+.........+ag.x +a.x +ap

donde n es entero no negativo y los coeficientes a; pertenecen a un campo numerico (en
nuestro caso R) y se lee “P de x”.

Sia, #0,a, se denomina coeficiente principal. 8i a , = 1 diremos que el polinomio es
monico y n es el grado del polinomio.

Si todos los coeficientes del polinomio son ceros, entonces se denomina polinomio nulo el
cual no posee grado.

Si P(x) es igual a una constante, el grado es nulo.
- Llamamos Z[x] al conjunto de polinomios cuyos coeficientes son numeros enteros.
- Llamamos Q[x] al conjunto de polinomios cuyos coeficientes son nimeros racionales.

- Llamamos R[x] al conjunto de polinomios cuyos coeficientes son nimeros reales.

Algoritmo de la Divisién de Polinomios en R[x]:

Dados P(x), Q(x) € R[x], con Q(x) # 0, existen C(x) y R(x) € R[x] que verifican:
i) P(x) = Q(x).C(x} + R(x)

ii) R(x)=0 v grado R(x) < grado Q(x)



P(x) | Q(x) donde: - P(x)es el dividendo
R(x) C(x) - Q(x) es el divisor
- C(x) es el cociente
- R(x) es el resto

Regla de Ruffini: Se aplica en el caso especial de divisién de un polinomio en x por un
binomio de la forma x + a. El resultado se obtiene mediante una disposicién practica llamada
“Regla de Ruffini™:

* En la primera fila se escriben los coeficientes del dividendo completo y ordenado
decrecientemente.

* En la segunda fila se escribe hacia la izquierda el opuesto del nimero a.
* Enla tercera fila se escriben los coeficientes del resultado que se van obteniendo asi:
- El primer coeficiente es igual al primer coeficiente del dividendo

- El segundo coeficiente se obtiene multiplicando el coeficiente anterior por a (cambiado
de signo) y sumando a este producto el coeficiente del segundo término del dividendo,
luego se repite este procedimiento para obtener los siguientes coeficientes; el tltimo
corresponde al resto de la divisién v todos los anteriores son los coeficientes del
polinomio resultado quien tiene un grado menor que el dividendo.

Ejemplo: X+4x’+58%—x+12 |x+2

C(x)
1 W] 4 5 -1 12
|k
-2 ¥ LlE,... 22 =i

N2 8 =I1 21 =30 =800t I gl xeai
R=-30

Cero o Raiz de_un Polinomio:

Se dice que un nimero “a” es un cero o raiz del polinomio P(x) cuando este se anula para
X =a.

Ejemplo: P(x)= x’-3x*+2x"+x -1
P(1})=1-3+2+1-1 = P(1)=0 = 1 esraizde P(x)

Teorema Fundamental del Algebra: Todo polinomio de grado “n” tiene exactamente “n”

raices.

Por ejemplo un polinomio de grado 2 tiene 2 raices, uno de grado 3 tiene 3 raices, etc.
Teorema del Resto: El resto R(x) de la division de un polinomio P(x) por un binomio (x+a)
es el valor numérico que toma dicho polinomio cuando en €l se sustituye x por —a.
Demostracién: Por algoritmo de la divisién entre P(x) y (x+a) se tiene:

P(x) = (x+a). C(x) + R
Evaluando el polinomioen -a— P (-a) =(-at+a). C(-a) + R

0

= |P(—a]=R’



Ejemplo: Calcular el resto de la siguiente division:

(4 X4 5x%- x+12) + (x+2) = Resto = P(-2) = 4(-8)+5.4 —{(-2) +12
=R=2

Nota: - Siel resto de la division es cero, la division es exacta

P(x)
x)

es factor de P(x)

- Siel cociente —— es exacto, se dice que P(x) es divisible por Q(x) y Q(x)

dlculo de los Cer e un Polinomio

Ceros Enteros: Sea P(x) € Z[x] el polinomio de la forma:

1 . 2 3
PXy= ap. X" +8n1. X" +2n2 x ™ +........4+a; x " +a,. x +ag con coeficientes enteros y a
o 0

Supnngamns que el entero 2]:; es un cero del Pohnomm P(x), es decir:
anp +an p I+a|'|_1]:| +a:1_ +ﬂ|]2l+ﬂ|}—[]

Despejando ag v sacando factor comun p:
ag=p(-a, p“'] -an.1p"'1.-+a| } lo que significa que p divide a ag , ya que el paréntesis es un
niimero entero, por lo tanto se puede concluir que:

“Los iinicos ceros enteros posibles son los divisores del término independiente™

Ejemplo: Dado el polinomio P(x) = x>+ 2 x* +3x +2, los tnicos ceros enteros posibles de este
polinomic son los divisores enteros de 2, es decir£ 1 y +2

Aplicando Ruffini se tiene 1 2 3 2
-1 -1 -1 -2
|1 1 p 0 = -l esraiz

= P(x)=(x + 1) (x*+x +2) — 1,2 y -2 no son ceros del polinomio porque no verifican el
polinomio (x* +x +2), por lo tanto los otros ceros seguro que No son enteros.

Ceros Fraccionarios: Dado un polinomio P(x), si p/q (con p y q primos entre si) €s un cero
del polinomio necesariamente debe ser p divisor del término independiente y g divisor del
coeficiente principal.

Ejemplo: Hallar los ceros enteros y fraccionarios de P (x) = 12 x!+44 3421 x*-11x -6

Posibles ceros enteros: £ 1,2, +3, +6 se verifica por Ruffini hasta que se obtiene resto
cero solo con -3

12 44 21 -11 -6

= 36 24 9 6
12 8 3 -2 05 12x°+8x%-3x2




Posibles ceros fraccionarios: los divisores del término independiente son £ 1, + 2
divisores del coeficiente principal son+1,£2, £3, £4 , £6, +12

entonces los posibles ceros fraccionarios son: £1/2,#1/3, £ 1/4 #1/6, +1/12 +£2/3

Mediante Ruffini se obtiene que:

12 8 -3 -2
1/2 6 7 2

12 14 4 0 x=1/2
-1/2 6 -4

12 8 0 x3=-1/2
-2/3 -8

12 0 x4 =-2/3

Los ceros buscados son {-3, 1/2, -1/2, -2/3}

FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Hay nameros que se pueden factorear; es decir expresar como producto de nimeros primos
llamados factores, por ejemplo 15 = 3. 5 donde 3 y 5 son los divisores (factores) de 15, o bien
se dice que 15 es divisible por 3 y por 5. Algo andlogo ocurre con los polinomios. Algunos
polinomios se pueden expresar como el producto de otros polinomios primos, por cada uno de
los cuales es divisible.

Definicién: Factorear un polinomio es transformarlo en un producto de otros polinomios
primos, llamados factores.

Cuando un polinomio no se puede factorear se dice que el polinomio es irreducible o primo.

Ejemplo: Factorizar el polinomio x*~1 = x*=1= (x-1). (x+1)

Polinomios primos

- & = -z :
Un polinomio P(x)= a, x"+a,. x ~l4g w2 XLt xt 4a 1. X +ap de grado n

tiene n raices (indicadas por x;), entonces se puede expresar factorizado como:

P(x)=an (X =x1). (X =X2) (X = X3).... (X — Xp)

Si algin wvalor de x ; se repite k veces se dice que esa raiz es un cero con orden de
multiplicidad k. Si no se repite se dice que es un cero simple.

Por ejemplo en el polinomio Px)=3.(x+2)° (x-1)% (x+5) el -2 es una raiz de
multiplicidad 3, el 1 es raiz de multiplicidad 2 y el -5 es un cero simple.



CASOS DE FACTOREO

1) Factor Comin: Un nimero o una expresion algebraica es factor comin de todos los
términos de un polinomio cuando figura en todos ellos como factor.

Regla: Si en todos los términos de un polinomio figura un factor comun, dicho polinomio es
igual al producto de ese factor comtn por el polinomio que resulta al dividir cada término por
ese factor.

Ejemplo:

4x°+2x - 6x =fx. (2 x>+ x-3)
cociente
factor comun 2x

Observacién: El polinomio que resulta al sacar factor comin debe tener igual nimero de
términos que el polinomio dado

2) Factor Comiin por Grupos:

Regla: Si los términos del polinomio pueden reunirse en grupos de igual namero de
términos, con un factor comun en cada grupo, se saca en cada uno de ellos el factor comun. 5i
queda la misma expresién en cada uno de los paréntesis, se lo saca a su vez como factor
comun, quedando el polinomio como un producto de factores comunes.

Ejemplo: P(x)=2mx+n } x-2my-nly
P(x)=(2.m.x -2.m.y)+(n A Ly
Px)=2mx-y)+n’(x-y) = P =Qm+n’)(x-y)

Nota: Puede ocurrir que existan factores comunes entre algunos términos pero no en todos.
Ejemplo:

P(x) = x5 +2x* +x? ~2=(x* —2x* )+ (¢ = 2)= x*(x* - 2)+ (x* - 2)=(x* - 2) x* +1)
3)_Trinomio Cuadrado Perfecto:

Definicién: Se llama trinomio cuadrado perfecto al trinomio tal que dos de sus términos son
cuadrados perfectos y el otro término es el doble producto de las bases de esos cuadrados.

Al trinomio cuadrado perfecto se lo puede escribir como el cuadrado de un binomio formado
por la suma o diferencia de sus bases.

a’ +2ab+b*=(a +b]2
a*-2ab+b* =(a=-b)

El Trinomio Cuadrado Perfecto equivale al desarrollo del Cuadrado de un Binomio
Ejemplos:
a) 4x +12x+9=(2x)2 +2-2x-3+(3) =(2x+3)’

: 3
b) El_SxE —-gx"p+9x1 y? =[%x’) +2(éx3]{'31’}’}+('3x?}2 =[%-‘3 'nyj



4) Cuatrinomio Cubo Perfecto:

Definicién: Todo cuatrinomio de la forma a’ +3a’h+3ab® +b" en el que dos términos son
cubos perfectos ( a * y b 7, otro término es el triplo del cuadrado de la base del primer cubo
por la base del segundo cubo (3 a * b ) v el otro término es el triplo del cuadrado de la base
del segundo cubo por la base del primer cubo (3a b°) se llama “cuatrinomio cubo perfecto™ y
se lo puede escribir como el cubo de un binomio, formado por la suma de las bases de los
cubos, con sus respectivos signos.

a +3a’b+3ab’ +b = (a +b)3

El Cuatrinomio Cubo Perfecto equivale al desarrollo del Cubo de un Binomio.

Ejemplo: 1+3m9 +Em'f."—~ +6m® :[l]j +(2.H'1|'1 ]3 +3[l]2 (2m3]+ 3 l(EmHJE = (l+2m3 j]
8 2 2 2 2 2

5“) Diferencia de Cuadrados:

Toda diferencia de dos cuadrados es igual al producto de la suma de sus bases por la
diferencia de sus bases.

@ -b* =(a+b).(ab)

Ejemplos:
1) x* - 9=(x—3)-(x+3)

2
1 1 1 I
2 [ 5"4 E= — 3 — 2 E = = 3--- i 1
}Slx ¥ [gr] (y}[gx 2y](9x+2y)

6") Suma o Diferencia de Potencias de Igual Grado:

Para factorizar los polinomios de la forma (x " £ a ") se debe recordar que binomios lo
dividen exactamente, De esa manera al hacer la division se encuentra el otro factor.

Recordar:

Suma de Potencias de Igual Grado

1. La suma de dos potencias de igual grado par no es divisible por la suma de las bases
de dichas potencias ni por su diferencia. Consecuencia: Tales binomios no son
factorizables.

2. La suma de dos potencias de igual grade impar solamente es divisible por la suma de
las bases de dichas potencias.

Ejemplo:
(a®+25):(a+2)=a*—-2a’+4a>-8a+ 16
Luego la suma de potencias de igual grado impar quedara factorizada de la siguiente
manera:
a’® + 2% = (a + 2).(a* - 2a° + 4a? — 8a + 16)



Diferencia de Potencias de Igual Grado

1. La diferencia de potencias de igual grado par es divisible tanto por la suma de las
bases de dichas potencias como por la diferencia de las mismas.

Ejemplos:
a) El binomio a* — 3* es divisible por a + 3
(a* —39):(a+3) =a® —3a? +9a - 27

Luego la diferencia de potencias de igual grado par quedara factorizada de la siguiente
manera:
a*—3*=(a+3).(a® —3a® +9a-27)

b) Elbinomio a* — 3*es divisible pora — 3
(a*=3":(a—3)=a®*+3a*+9a+27

Luego la diferencia de potencias de igual grado par quedara factorizada de la siguiente
manera:
a* —3*=(a—3).(a® + 3a% +9a + 27)
2. La diferencia de dos potencias de igual grado impar solamente es divisible por la
diferencia de las bases de dichas potencias.

Ejemplo:

El binomio x5 — 32 es divisible por x — 2
(x5 =32)(x—-2)=x*+2x*+4x* +8x + 16

Luego la diferencia de potencias de igual grado impar quedard factorizada de la
siguiente manera:
¥5—32=(x—2).(x*+2x° + 4x* + 8x + 16)

Ejemplo aplicando Ruffini: y’+27 = y°+3" esdivisible pory + 3, entonces hacemos
la division aplicando la Regla de Ruffini y obtenemos el otro factor

1 0 0 27

-3 -3 i
7 3 9 0 = yl+27 =(y+3).(y’-3y+9)
Nota: Para factorizar un polinomio debemos fijamos primero que forma tiene para aplicar el

caso correspondiente. Muchas veces a un mismo polinomio se le aplican varios casos de
factores para llegar a la expresion factorizada.

Ejemplo:

yx+ 2.}"3—‘-'_2_}’5'41’1 = Iz}'z —_y'* +x' =

ordenando: x* — x2y? +2y°x - 2y +x* - '
agrupando: (x* ~ )2y x =237+ (% =)
factor por grupos: X*(x* = y*) = 2px(x” = ') + ¥ (x = ")
= &=ty M -y)

Binomio al cuadrade  Diferencia de cuadrados



= (x-p).(x=yhx+y)
= (x-p (x+y)

MAXIMO COMUN DIVISOR DE POLINOMIOS (MCD)

El MCD de dos o mds polinomios es el polinomio de mayor grado y mayor coeficiente
numerico que es factor o divisor de los polinomios dados.
Para hallar el MCD:

1) Se factorizan los polinomios

2) El MCD es el producto de los factores comunes elevados a la menor
potencia con que figuran.

Ejemplo: Hallar el MCD de sz-lﬁxyﬁ}f}' y 4x°? —4}'2
1D8x*-16xy+By2=8(x%-2xy+y?)=8(x-y)?
4x? -dyl=ax’ - yH=4x-y)(x+y)
2) MCD=4(x-v)

MINIMO COMUN MULTIPLO DE POLINOMIOS (mcm)

El mem de dos o més polinomios es el polinomio de menor grado y coeficiente numérico que
es multiplo de todos los polinomios dados.
Para hallar el mem:

1} Se factorizan los polinomios

2) El mem es el producto de todos los factores, comunes y no comunes,
con el mayor exponente con que figuran.

Ejemplo: Hallar el mem de:
5ma + 5mb - 5na -5nb y m?a?-m?b?-2nma’ +2nmb? +n?a?-n’b?

1) 5ma + 5mb — 5na -5nb =5m(a+b)-5n(a+b)= (5m-5n)(atb)=5(m-n){a+b)

m’a’ —m’ b’ -Znn'laf +2nmb’ +n’ &’ —n’b* =m *(a?— b ?)-2nm(a? -b ¥+ n? (a* - b%)
= {m2 2nm + nz} (a® —bl} =(m-— n}2 (a-b)(a+h)

2)Elmem = 5(m-n)* (a-b)(a+b)

Ejercicio: Hallar el MCD y mem de los siguientes polinomios:

9a2 —x? 9a’ +6ax+x’ Jaz+xz
DN9a’ -x*=(3a-x)(3a+x) 2)MCD = (3a+x)
9aZ+6ax+xi=(3a+x)? mem=(3a+x)’(3a-x)z

Jaz+xz=z(3a+x)

Relacion entre Ceros v Coeficientes de un Polinomio

1°) Polinomio de 2° Grado: P(x)=ax’ +bx+c=a(x’ +blax +cfa)
sean o, P sus ceros, entonces la descomposicion factorial del polinomio es:

P (x)=a(x-w).(x-B) distribuyendo se obtiene:
P(x)=a [xl— (ce+pP )x+ aB ] debe ser el mismo P(x) dado



cx+,€3=—-E

= por igualdad de polinomios se tiene: 7

[
2") Polinomio de 3° Grado: P (x) =a C+bx*+ex+d=a [x3 +blax? +clax + d/a]
sean a, B,y sus ceros, entonces la descomposicion factorial del polinomio es:
P (x) = a (x-0).(x-B).(x-y)  distribuyendo se obtiene:
Px)=a[x’—(a+B+y)x’+(op +ay+Py)x-ofy] debe serel mismo P(x) dado

b
a+f+y=——
a
= por igualdad de polinomios se tiene: {@.f+a.y+pfy= &
o
d
afly=-—
i

LS

Estas relaciones son ttiles cuando se conoce alguna relacién adicional sobre los ceros, por
ejemplo se quiere hallar los ceros del polinomio P (x) = x® +9 x? 423 x +15 sabiendo que sus
ceros estan en progresion aritmética.

Solucién: usando el dato adicional, sabemos que los ceros se pueden escribir asi:

-1, o ¢+r1 (progresion aritmética de razonr)
La suma de los ceros es: o -4+ a+a+r =-9 >3 a=-9=a=-3 por lo tanto ya
tenemos un cero

Verificamos por Ruffini: 1 g9 1% 15

-3 -3 -18 -15
1 6 5 00— -3esraiz

Los otros ceros son los ceros del polinomio x* +6 x +5. Aplicando formula de 2° grado se
obtienen -1 y -5, entonces los ceros buscados son -1, -3, -5 y estan en progresion
aritmética de razon igual a -2.

EXPRESIONES ALGEBRAICAS FRACCIONARIAS O RACIONALES

Dados dos polinomios P(x) y Q(x). tal que Q(x) # 0 se denomina expresion algebraica

racional a toda expresion de la forma -{(ﬂ
Q(x)
2x + 3
Ejemplos: > 18 g0 _X 8 wxex#lax#2

5x X =3x+2



P{x;, con QOfx) # 0, se dice que es irreducible
x

Definicién: Una expresion algebriica racional

si P(x) v Ofx) no tienen factores en comiin.

Simplificacion de Expresiones Algebriicas Racionales: Para convertir una expresion

algebraica racional en irreducible se debe simplificar, es decir se deben factorear numerador y
denominador vy luego suprimir todos los factores comunes a ambos,

3
Vx:x#lAa x=-1

Ejemplo: Simplificar — l
x —
-l (2=Dix’+x+D _ (324D

x* =1 (x=D.(x+1) x+1

Comun Denominador: Para reducir dos o mas expresiones racionales a un minimo comin
denominador, se trabaja de la misma forma que en la suma de fracciones, es decir se toma el
mcm de los denominadores, y los numeradores se obtienen dividiendo el mem por el
denominador correspondiente v el resultado se lo multiplica por el respectivo numerador.

Ejemplo: Reducir las siguientes expresiones racionales a minimo comun denominador

2 a+b) 5
a’—p? ’ at-2ab+h* a+b

1) Factorear los denominadores:
al-bt =(a-b)(a+b)
a’ -2ab+b* = (a-b)

a+b=a+b
2°) El mem de los denominadores es el producto de todos los factores comunes y no comunes
con el mayor exponente con que figuran, por lo tanto:

El mem es: (a+b).(a-b)*

3% Obtener los respectivos numeradores:

ki Ihjf?= 2xy E Exy{f—b}
a’-b> (a-b)(a+bh) (a—b) (a+b)
it ai{? b) - 3(a_+ iz] iy 3(ci+ bl}{a+b} - 3(.:::-&)3
ab+b® (a-b) (a=b) {a+b) (a-b)Y.(a+b)
2
Para S - Siﬂ;b)
a+hb (a=b)(a+b)

Operaciones con Expresiones Algebraicas Racionales

1) Suma:

a) Primer Caso: Cuando las fracciones tienen igual denominador, la suma es otra fraccion de
igual denominador y cuyo numerador es la suma de los numeradores dados.

A(x) 3 B(x) _ A(x)+ B(x)

C(x) C{x) C(x)




+1
Ejemplo: ...2‘3;_+ S? " 11 _3x +Szx}’.h__ .
2’y 2xy qx ¥ 2x°y

b) Segundo Caso: Cuando los denominadores son distintos, las fracciones deben reducirse
previamente a un minimo comin denominador y luego se procede como en el caso anterior.

4x Ix?
+ w7
x=1 2(x+1) x -1

Ejemplo:

- Primero hallamos el mem de los denominadores:

x-1
2£x+l} — mem = 2(x-1)(x+1)
X" -1=(x-1).(x+1)

- Hallamos los nuevos numeradores:

2 22(x+1) _ Ax+D)
x=-1 Ax—1Hx+D) 2Ax—-1Xx+1)

4x = dx(x+1) _ 4x -4x
2Ax +1) 2Ax+1)(x+1) 2(x+1)(x+1)

3! N L3~ N 6x’
x% -1 2.(x=Dx+1)  2(x=1D(x+1)
- Realizamos la suma:

Hx+1) " 4x* —4x " 6x* _4:::+4+4:n:2 —4x+6x"
2x—-D(x+1) 2Ax-D(x+1) 2(x-1)(x+1) 2(x—1(x+1) -
_lox’+4 2557 +2) . Bx 2

Ax-Dx+1) 2x-Dx+D) |~ 2 —1

2) Diferencia: Se procede igual que en la suma

3) Multiplicacién: El producto de dos o més expresiones racionales es otra fraccion que tiene
por numerador el producto de los numeradores y por denominador el producto de los

denominadores.
A(x) B(x) - A(x).B(x)
C(x) D(x) C(x).D(x)

En la prictica conviene factorear previamente los numeradores y denominadores con el
objeto de hacer todas las simplificaciones posibles antes de calcular el producto.

Ejemplo:

4+2x 3+x 6x-2x' _  2Q2+x) 3+x 2x(3-x)_4
9-x*  x* 2+4x (3-x)3+x) xx  2+x x




4) Division: El cociente de dos expresiones racionales es el producto del dividendo por el
reciproco del divisor.

Alx) | C(x) _ A(x) D(x) _ A(x).D(x)
B(x) D(x) B(x) C(x) B(x).C(x)

Ejemplo:

2a’x? . 4a’ —Ea= 2a°x? x-1 _ 2a°x? x-1
=1 x-1 x*-1 4a’-2a (x-1)x*+x+1) 2a(2a-1)

_ 22°x* (x~1) _ a’x’
(x=1x* +x+1D2a(2a-1) (x*+x+1).2a-1)




UNIDAD I

Ecuacién, Inecuacion y Funcién Lineal.

Funcién Valor Absoluto. Sistemas de Ecuaciones Lineales.

EC ON LINEAL

Dada una igualdad entre dos expresiones algebraicas, se trata de una “identidad”, si la
igualdad es valida para todos los valores posibles de las variables en juego.

Por ejemplo sea en R la siguiente igualdad: x -1 = %2 (2x — 2). Es una identidad porque se
verifica para todos los valores de la variable x que pertenecen a R.

Una igualdad es una *“ecuacién”, si solo es vilida para determinados valores de la variable o
para ningun valor de las variables.

Resolver una ecuacion significa hallar el valor de las variables que verifican la igualdad., es
decir encontrar el conjunto solucion,

Ejemplos:

a) x> +1 = 0 no tiene solucion en el conjunto de los numeros reales. Se dice que el conjunto
solucidn es vacio. Cs =&

b) 2x + 4 = 0 tiene una solucién que es x= -2 entonces C; = {x € R/x=-2} 0 C;= {-2}

¢) x + y =0 tiene infinitas soluciones, son todos los valores de las variables x e y que
verifican la igualdad, por lo tanto x = -y, entonces  C; = {(x,y) € RI/x=-y} o

{-y,. )}

d} x 242+ 1 =(x+ 1) %, como el primer término es un trmomm cuadrado perfecto de la
forma (x + 1) ? se obtiene ]a siguiente igualdad: (x + 1)? = (x + 1) ? que es una identidad, por
lo tanto admite infinitas soluciones ya que se verifica para cualquier valor real de x, entonces
C=R

Ecuaciones Equivalentes: Dos ecuaciones son equivalentes si admiten el mismo conjunto
solucion.

Ecuacién de Primer Grado o Lineal: Una ecuacion lineal en una variable es una ecuacién
delaformaax+b=0 cona=0,donde el primer miembro es una expresion polinémica de
grado uno.

Para hallar la solucién de una ecuacién se utilizan las siguientes propiedades (basadas en las
propiedades de la suma y producto en R).

Propiedad 1: Si a ambos miembros de una ecuacién se suma o resta un mismo nUMeEro o una
misma expresion algebraica se obtiene una ecuacion equivalente a la primera

Propiedad 2: Si a ambos miembros de una ecuacion se multiplica o divide un mismo nimero
0 una misma expresién algebraica se obtiene una ecuacion equivalente a la primera.

i6n de la Solucion de una

1) Solucién Unica: La ecuacion admite un dnico valor de la variable como solucién.



Ejemplo:
Ix-2 =x+6

Vamos a construir una sucesion de ecuaciones equivalentes a la primera para determinar el
conjunto solucion.
K-2x+2=x+6-x+2 se resta en ambos miembros X y se suma 2
{propiedad uniforme de la suma y resta en R)

(3x-x)+(-2+2)=(x-x)+(6+2)  por propiedad asociativa de la suma y
existencia del opuesto y del neutro aditivo
2x =8
2x+2=8+2 se divide ambos miembros por 2
(propiedad uniforme del producto y cociente)

¥x=4

El conjunto solucion de la ecuacion dada es: Cs = {4}

2) Infinitas Soluciones: [.a ecuacion admite como solucion infinitos valores para la variable.
(En la busqueda de ecuaciones equivalentes se arriba a una identidad).
Ejemplo: 3x+2(x-1)=x+4(x-1/2)

Ix +2x-2=x +4x-2 por propiedad distributiva

5x-2 = 5x-2 por propiedad asociativa de suma
Esta iltima ecuacion es una identidad, para cualquier valor real de x se cumple por lo tanto la
ecuacion tiene infinitas soluciones, entonces C; =R

3) Ninguna Solucion: No existen valores de la variable que verifiquen la ecuacién. (En la
busqueda de ecuaciones equivalentes se llega a una contradiccion).

Ejemplo: 2 (2x +3)=4x+5
4x+6 = 4x+5 por propiedad cancelativa de la suma
6=35
Se obtiene una falsa igualdad por lo tanto no existe solucion para la ecuacion dada, entonces
Cg = 'Ej

Aplicaciones: hay muchos problemas que pueden resolverse mediante una ecuacion lineal
con una variable (en matematica, fisica, quimica, biologia, entre otras).

Ejemplos:

1) El triplo de un numero aumentado en 5 es igual al nimero disminuido en 3. ;Cual es el
numero?

Al n® que no se conoce se lo llama  x

Al triplo del n° se lo llama 3x

El triplo del n® aumentadoen5 3x+5

El n® disminuido en 3 x=3

Con todo esto se plantea la ecuacion: 3x+5=x-3

Se resuelve. 3x+5-5-x=x-3-x-35
2x =oay
x=-4

Cs={-4}




2) Un poste tiene pintada de negro 2/5 de su longitud (dada en metros), % de lo que queda de
azul y el resto, que mide 0,45 m, esta pintado de blanco. ;Cual es la longitud del poste?

Sea x = altura del poste en metros

Parte pintada de negro: 2/5 x

Parte restante. x-2/5x

Los % de la parte restante: % (x — 2/5 x) es azul

Si se suma parte negra + blanca + azul se obtiene la longitud del poste, entonces se tiene la
siguiente ecuacion:

EI+§(I—-%I}+G,45=X
5 4 5
E:«.'+Ex—-§-;vc+lli,45 =X
3 4 10
2+ 52 r10,45-x-0 4522045
5 4 10
2B g 8
20 100
x=3

Rta: el poste mide 3 metros

3) Al realizar un ensayo de laboratorio, un Ingeniero Quimico debe medir la temperatura de
una muestra. Para ello utiliza un termémetro de fabricacion inglesa con el que determina
dicha temperatura en grados Fahrenheit. Sin embargo, en su informe la temperatura debe estar
expresada en grados Celsius. El Ingeniero sabe que el valor de la temperatura expresada en
Celsius es cinco novenos de la temperatura expresada en Fahrenheit disminuida en 32", ;Qué
ecuacién debe plantear el Ingeniero para pasar de una escala de temperaturas a otra?
Llamemos Tc a la temperatura en grados Celsius y Tr a la temperatura en grados Fahrenheit.

Entonces, Te=(5/9)(TF-32°)

Ecuaciones con Valor Absoluto: Son aquellas ecuaciones en las cuales la variable se ve
afectada por el valor absoluto. Para resolver este tipo de ecuaciones se recurre a la definicion

de valor absoluto.

Ejemplos:
3si x 20

= - . =1{3,3
D =3 = W0 R 20 = ame

2) |x=2|=5 por definicién de valor absoluto hay dos posibilidades:
x—-2=5 w x-2=-5 = x=7 v x=-3 =>C={3,7}

Gréaficamente los valores que cumplen con la ecuacién son aquellos nimeros que distan 5
unidades del nimero 2.

INECUACION EAL

Una inecuaci6n en la variable x es una desigualdad en la que estd involucrada la variable.
Inecuacion Lineal: Fs una inecuacion que tiene alguna de las siguientes formas:



ax+b20 conaz0
ax+b< 0 cona=0
ax+b >0 conaz0
ax+b< 0 cona=0

* Resolver una inecuacién lineal es hallar los valores de la variable que satisfacen la
desigualdad.

e Para encontrar el conjunto solucién de una inecuacion lineal se procede en forma
analoga a la resolucion de una ecuacion lineal, pero con el cuidado de recordar que en
una desigualdad cuando ambos miembros se multiplican o dividen por un mismo
numero negativo entonces el sentido de la desigualdad cambia.

* El conjunto solucion se expresa mediante intervalos reales.

En el primer tipo de inecuacion se tiene ax+b=0 restando b en ambos miembros:
ax = -b  se presentan dos opciones:
-sia>0 = x2 -b/a (no cambia la desigualdad) = C; = [-b/a, @)
-sia<0 = x= -b/a (cambia la desigualdad) = C,= (-, b/a]

Ejemplos: Encontrar el conjunto solucion en R de:

1) 2x+4-5x £ 2
Sx+4<2
3x £2-4
=3x = -2
x 2 (-2)+ (-3)
x=2/3 = Ci=[2/3, )

2) 5x+2>5x—1
5x +2-5x+1>0
3>0 estadesigualdad es verdadera para cualquier valordex = C;=R

J) 2x+6<2x+3
2x+6-2x-3<0
3 <0 estadesigualdad es falsa para cualquier valordex = C,=&

Inecuaciones con Valor Absoluto

Son aquellas inecuaciones en las cuales la variable se ve afectada por el valor absoluto. Para
resolver este tipo de ecuaciones se recurre a la definicion de valor absoluto y a las siguientes
propiedades:

x-alsb=>-b<x-as<b=>-b+a<x<b+a=C, =[-b+ab+a]

lx-al>b=>x-a<-b v x-a>b=>x<-b+a v x>b+a =C, =(~w,~b+a)Uu(d+a,=)

Ejemplo: Hallar el conjunto solucién de: |I - ?.| <4

—d<x-2<d4>A44+2<x <4+ -2<x<b6=C, =(-2,6)



FUNCION

Definicién de Par Ordenado: Se llama par ordenado al conjunto de dos elementos x e y
simbelizado por (x,y). Es ordenado porque (x,y) # (y.X)

En el par (x.y), x es el primer elemento del par e y es el segundo elemento

Definicién en Funcién: dada una relacién R entre dos conjuntos A y B, decimos que R es
una funcién de A en B, si a cada elemento de A le corresponde un tnico elemento de B.

En simbolos f: A —B. Al conjunto A se lo llama dominio de la funci6n, siendo B el rango de
la funcién. La imagen o codominio de la funcién es el subconjunto de B, cuyos elementos se
corresponden con algin elemento del dominio.

Si x € A e y € B entonces se escribe y = f(x)

Ejemplos:

1) y=3x esuna funcion, cuyo Dominio es R y cuya Imagen (en este caso coincide
con el rango) es R

2) y=+/x+1 no es funcién porque para cada valor de x le corresponden dos valores
dey, porejemplopara x=3 y= 2

3) v =3 esuna funcién, cuyo Dominio es R y cuya Rango es R, la Imagen es 3 (en
este caso la magen no coincide con el rango)

Representacién Grifica de una Funcion:

Todo punto del plano se expresa como un par ordenado (X o, ¥ o) donde X o es la primer
componente ¢ ¥ ¢ es la segunda componente y se pueden representar en un sistema de ejes
coordenados cartesianos, en el que el eje horizontal es el eje de las abscisas y se lo llama eje
x, mientras que el eje de las ordenadas (vertical) se lo llama eje y.

}',.ih

Yo| 77 L (X0, 0)

A

Y
Como la funcién es el conjunto de todos los pares ordenados (x.y) tal que y = f(x) , entonces
una funcién y = f(x) se puede representar en el sistema de ejes coordenados cartesianos
graficando los pares ordenados que pertenecen a la funcién como puntos del plano. En el eje x
se representan los elementos del dominio de la funcion y en el eje y los valores de la imagen.
Ejemplo: y = x°
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Interpretacion del Grifico de una Funcién:

Consideremos el siguiente grafico de una funcion y = f(x)

H

En el grafico se observa que y se incrementa para los valores de x que van de 0 a 10, donde v
alcanza el maximo valor que es 30 y luego empieza a decrecer cortando al eje x para el valor
de x = 30, hasta llegar a un valor minimo de -10 cuando x es 40. Luego a partir de x = 40 el
valor de y vuelve a incrementarse cortando nuevamente al eje x para el valor de x = 50, hasta
llegar a un valor de 10 para x = 60.

Toda esta informacién se puede detallar teniendo en cuenta los siguientes conceptos:

Funcién Creciente: Dada una funcidén f{x) definida en un intervalo [a,b], decimos que la
funcién es creciente si se cumple f(x;) < f{x2) ¥ x; , X2 €[a,b], siendo x; < X2

Funcidn Decreciente: Dada una funcion f(x) definida en un intervalo [a,b], decimos que la
funcioén es decreciente si se cumple f(x;) > f{x2) ¥V x; , x; €[ab], siendo x; < x3

Maximo: Dada una funcién f(x) definida en un intervalo [a,b], tal que ¢ € (a,b) decimos que
en X = ¢ hay un maximo local o relativo si la funcién es creciente a la izquierda de x = c y
decreciente a la derecha de x = ¢.

Si la funcion es decreciente a la derecha de x = a, decimos que en x = a hay un maximo
relativo.

Si la funcion es creciente a la izquierda de x = b, decimos que en x = b hay un méximo
relativo.

Un maximo (c, fic)) es absoluto si fic) = fix) ¥x € [a,b]

Minimo: Dada una funcidn f(x) definida en un intervalo [a,b], tal que ¢ € (a.b) decimos que
en X = ¢ hay un minimo local o relativo si la funcion es decreciente a la izquierdade x =cy
creciente a la derecha de x =c.

Si la funcion es creciente a la derecha de x = a, decimos que en x = a hay un minimo relativo.

Si la funcion es decreciente a la izquierda de x = b, decimos que en x = b hay un minimo
relativo.

Un minimo (e, f(c)) es absoluto si f{c) £ f{x) Vx € [a.b]



Cero: Dada una funcién f, definida en x = ¢, se dice que x ="ces un cerode fsi f(c) =0
En el ejemplo anterior ahora detallamos la informacién de la siguiente manera:

- La funcion es creciente en los intervalos (0,10) y (40,60)

- La funcién es decreciente en el intervalo (10,40)

- La funcién tiene dos cerosenx =30 yenx = 50

- La funcién tiene un méximo absoluto en x =10

- La funcién tiene un minimo absoluto en x = 40

- La funcién tiene un maximo relativo en x = 60

- La funcién tiene un minimo relativoenx =0

lasificacion de las Funcion

Funcién Inyectiva: Dada la funcion f: A — B decimos que es inyectiva si dos elementos
distintos de A tienen imdgenes distintas.

Funcién Sobrevectiva: Dada la funcién f: A — B decimos que es sobreyectiva si  todo
elemento de B es imagen al menos de un elemento de A. Es decir, si la imagen coincide con
el rango.

Funcién Biyectiva: Dada la funcién f: A — B decimos que es biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva a la vez.

Nota: Si una funcién es biyectiva entonces se puede definir su funcion inversa:

Funcién Inversa: dada la funcién biyectiva f: A — B, existe la funcion inversa, denotada por f
T otalquef B> AL

Ejemplo: la funcién y = 2x+1 es inyectiva y sobreyectiva, por lo tanto es biyectiva y tiene
inversa. La funcién inversa se obtiene despejando la variable x:

£ (x)="(y-1)
FUNCION LINEAL

Definicién: Se llama funcidn lineal a toda funcion de la forma f(x)=ax+b o bien
y =ax + b, donde “x” es la variable independiente (puede tomar distintos valores) e “y” es
la variable dependiente (su valor depende del valor de x).

Si se grafican en el plano todos los puntos (x,y) que verifican esta ecuacion, se observa que
quedan alineados en una recta, por lo tanto a la expresion y = a x + b se la llama “ecuacion de
la recta” ( es una ecuacion lineal con dos variables).

El nimero a se llama pendiente y el nimero b es la ordenada al origen.
La funcién lineal f(x) = a x + b tiene las siguientes caracteristicas:

- Dominiode f=R

- Imagendef=R

- El grafico es una recta

- Sia>0la funcion es creciente

- Sia<0lafuncién es decreciente

- Sia=0lafuncion es constante



- besel punto donde la funcion corta al eje de las ordenadas ( eje y)
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a>0 a<( a=10

¥

Ecuacion de la recta: vy=ax+b

b: ordenada al origen

[T L ]

a: pendiente de la recta ( indica la inclinacion de la recta en el plano, geométricamente “a” es
la tangente del dngulo o que forma la recta con el semieje positivo de las x )
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Interseccion con los Ejes: Para hallar el punto de interseccion de la recta con los ejes
coordenados se procede asi:

- Interseccion con eje x: hacer v = 0 y despejar x

- Interseccion con eje y: hacer x =0 y despejar y

Nota: Para graficar una recta se puede representar dos puntos de ella y luego unirlos o bien
hacer uso de los datos que figuran en su ecuacion ya que la ordenada al origen indica un punto
de la recta y a partir de ese punto nos movemos en el plano de acuerdo al valor de la
pendiente (el numerador indica la variacién en y , el denominador indica la variacién en x)

Ejemplo: para graficar y =3 x — 2 la ordenada al origen es -2, por lo tanto el punto (0,-2) es
un punto de la recta donde corta al eje y. La pendiente es 3 y se la puede escribir asi:
3

A ; : . ¥R
a=>-= ﬁ , entonces a partir del punto (0,-2) se cuenta 3 unidades en el sentido positivo del

eje y. vy una unidad en el sentido positivo del eje x para ubicar un segundo punto de la recta y
asi poder trazarla.




Casos de Rectas Especiales:

1) Rectas paralelas al eje x: Su ecuacion tiene la forma y = constante, la pendiente es 0.

Ejemplo: y=3
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2) Rectas paralelas al eje y: Su ecuacion tiene la forma x = constante, no puede
determinarse su pendiente por no ser un niimero real.

Ejemplo: x =2
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3) Rectas que pasan por el origen: Su ecuacion tiene la forma y =a.x . Corta a los ejes en el
punto (0,0).

Si a> 0= el dngulo « es agudo

Sia<0 = el angulo o es obtuso
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Distintas formas de la Ecuacién de la Recta

1) Ecuacion explicita de la recta

L R

con a = pendiente
y=ax+b b = ordenada al origen




2) Ecuacién implicita o general de la recta:

Ax+By+C=10

3) Ecuacion segmentaria de la recta:

Xl m = interseccion con eje X
m n n = interseccion con eje y

Ejemplo: Escribir los tres tipo de ecuacion de la recta cuya ordenada al origen es 4 y su
pendiente -2

- Ecuacion explicita — y=-2x+4

- Ecuacion implicita o general —  se obtiene sumando a la ecuacién anterior 2x en ambos
términos y restando 4 en ambos términos - 2 x+y-4=0

- Ecuacion segmentaria —» se busca las intersecciones con los ejes
Interseccion coneje x:sehacey=0=22x=4= x=2
Interseccién conegje y: sehacex=0= y=4
Por lo tanto la ecuacién segmentaria es LA A

2 4

(Otra forma de hallar la ecuacién segmentaria es dividir toda la ecuacion explicita por 4 y

sumar 2x en ambos miembros)

7 la Pendiente

Ecuacion de la Recta conocido un Punto ( x;

¥-yo=a{x-%p)

Ejemplo: Escribe la ecuacion de la recta de pendiente 3 y que pasa por el punto (-2, 5)
Y =5=3(x-(-2)) = y=3{(x+2)+5 = y=3x+6+5 = y=3x+1l]

Ecuacién de la Recta conoci os Puntos ( Xp.¥o)¥ (X5, ¥1)

¥-¥o S e (x-xp)
X =X

Ejemplo: escribir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3. -1) v (2,7)

spapped U o
y=(h = (r-3)

y+l:_il|:x_3):}y+l=—E(x—3):}y=_8-x+24"']



= y=-8x+23

Rectas Paralelas v Perpendiculares

- Dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente.

Sean lasrectasr;. y=a; x+b; y r y=az x+ bz

[‘].-".-"'l'z —a=a

Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de sus pendientes es -1

rinmn <:>a1.31=-1

Ejemplos:

a) Hallar una recta paralelaa y = 2 x + 5 que pase por el punto (1, 1)
a=2 ypasapor(l,1) = y-1=2(x-1)= y=2x-2+1 = y=2x~1

b) Hallar una recta perpendicular y = -2/3 x + 1 que pase por (2,3)
a(-2)=-1 =2a=32 =2 y-3=32(x-2)=y=32x-32+3=y=3/2x+311

Distancias

1) Distancia entre Dos Puntos: Dados los puntos A = (x), ¥1) ¥ B = (x2, y2) la distancia entre
ambos es:

dyp= J{x‘l = 7 +(.V|_J’z]2

2) Distancia entre Punto y Recta: Dado el punto A =(x1, y1) y la recta r: Ax+ By +C=0
la distancia entre ambos es:

¥ |
e e
d.ﬁ. |.'=
”-‘ ' JAl+B?
W —

b o



FUNCION VALOR ABSOLUTO

Se define funcién valor absoluto a la funcion de la forma y=|x|

i x =0
y=|x|= s Sl_ . siendo Dominio de f=R, Imagendef=[0,=)
% s1 x (0

Su representacion grafica son dos semirrectas de pendiente 1 y -1, que se cortan en el origen
de coordenadas.

Nota: 5i se suma una constante k a la funcion valor absoluto = y=|x|+k
La grafica anterior se desplaza k unidades en la direccién del eje v (hacia arriba si k es
positive y hacia abajo si k es negativo).

Ejemplo: Graficar las funciones y;=|x|+3., wy:=|x|-2
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- Si la funcién tiene la forma y = | x + k | la funcién se desplaza k unidades hacia la derecha si
k es negativo y hacia la izquierda si k es positivo

Ejemplo: yi=|x+3|, y:=|x-2]|

1

1 i

- Si la funcidn tiene la forma y =k | x |, el efecto de multiplicar por k en la gréfica es un
cambio de la inclinacion de las dos ramas, hay un cambio de pendiente.

-si k>0 = Imagen=[0,%)
-si k<0 = Imagen = (-e0, 0]

Ejemplos: graficar y; =[x | yw2=2|x} y3= 025[x |
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SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES CON DOS VARIABLES

Hemos visto la ecuacion de la recta, este tipo de ecuacién es una ecuacion lineal con dos
variables y puede expresarse de la forma ax+by+c=0

Sistema de Dos Ecuaciones Lineales con Dos Variables

Es un sistema formado por dos ecuaciones lineales con dos variables:

ax+by+c =0 . )
donde a,, a, by, by, ¢1, ¢2 son numeros reales, X e y son variables

a,x+b,y+c, =0

Resolver el sistema significa encontrar, el o los valores del par (x. v) que satisfacen ambas
ecuaciones simultineamente,

Métodos analiticos de lucidn de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos variables

1) Método de Igualacion:

axtby+e, =0 (1)

Sea el sistema de ecuaciones
a,xtb,y+e,=0 (2)

- Se despeja una variable en ambas ecuaciones, por ejemplo la variable y
-8,X-C,

;o= 3
¥ b, (3)
_ TAaRLy 4

—b; (4)

- se igualan las ecuaciones (3) y (4), ya que el valor de y debe ser el mismo en ambas;

(5

-8,X-C, _ -a,X-C,

b, b,

La ecuacion (5) es una ecuacidn lineal en la variable x. Se resuelve esta ecuacion para hallar
el valor de x.

- El valor encontrado de x se reemplaza en la ecuacién (3) o en la (4) para hallar el valor
correspondiente de y, asi se obtiene el par (x, y) que es solucion del sistema.

Ejemplo: Resolver, en caso de ser posible, el siguiente sistema por el método de igualacion.

x+2y=-4=0
2x-y-3=0
Llamando (1) y (2) a la primera y segunda ecuacidn respectivamente, despejamos y de ambas
1
=t-—x (3
Yt (3)
y=2x-3 (4)

Igualando (3) v (4) se tiene:
2- l x=2x-13
2

=&5=%x=>x=2

Este valor de x se reemplaza en (3) v se obtiene v = 1= el sistema tiene una solucion.
Cs={(2,1)}



2) Método de Sustitucion:
ax+byte, =0 (1)
a;xtbyyte,=0  (2)

- Se despeja una variable en ambas ecuaciones, por ejemplo la variable y de (1)

Sea el sistema de ecuaciones {

- =a,X-C,
b,

(3)

- se sustituye (3) en la ecuacion (2)

-a8,X-C
i B ——

y+e, =0 (@)

- La ecuacién (4) es una ecuacién lineal en la variable x. se resuelve esta ecuacion para
obtener el valor de x. Al valor encontrado de x se lo reemplaza en (3) para obtener el valor
correspondiente de y, obteniendo asi el par (x,y)

Ejemplo: Resolver, en caso de ser posible, el siguiente sistema por el método de sustitucion.

x+2y-4=10
{Ex -y-3=0
Llamando (1) v (2) a la primera y segunda ecuacion respectivamente, se despeja y de la
primera ecuacién y=2- ; x (3

Se reemplaza (3) en la ecuacién (2) = 2x—(2- %x) -3=0

= %x -5=0 = x=2. Reemplazando este valor en (3) se tieney =1 =

Cs=1{(2.1);

3) Método de Reduccién:
aXx+by+c=0 (1)

Sea el sistema de ecuaciones
ax+by+e,=0 (2)
- Se multiplica la ecuacion (1) por bz y la ecuacion (2) por b,

b,(ax+by+c,)=b,.0 (1) - h.ax + BBV b.e =0 (3)
b,(a,x+b,y+¢c;)=-b.0 (2) -ba,x-bb,y- be, =0 (4)

- Se suma ambas ecuaciones y resulta:  (b,.q; —b,.a,)x+b,c, b, =0

Esta ecuacion es lineal en la variable x, entonces se resuelve para obtener el valor de x

- Se trabaja de manera similar para obtener una ecuacion lineal en la variable y asi obtener su
valor.



Ejemplo: Resolver, en caso de ser posible, el siguiente sistema por el método de reduccién;
x+2y-4=0
2x—y=-3=0

Se llama (1) ¥ (2) a la primera y segunda ecuacion respectivamente

- Se multiplica la ecuacién (1) por -1 y la ecuacién (2) por -2

—-x-2y+4=0
-4x+2y+6=0
- Se suma ambas ecuaciones = -5x+10=0=>x=2
: % . -2x-4y+8=0
- Se multiplica la ecuacion (1) por -2 = o
2x-y=3=0
- Se suman ambas ecuaciones = -Sy+5=0=y=1 = C,= {(2,1)}

4) Método de Determinantes:

; : aﬁ+hy=q
Sea el sistema de ecuaciones
ax+byy=¢,

a4 by
-Se llama A = = a.b, —a, b, conA=0
aq, ]
£y |
-Se llama Ax = = ¢b, —c, B
cl 2
a ¢
-Se llama Ay = | ' Mesgrpocgee
al EI
= X= E y= ﬂj
A A
Ejemplo: Resolver, en caso de ser posible, el siguiente sistema por el método de
; x+2y—-4=0
determinantes;
2x-y-3=0
x+2v=4 | 2
F=* g A =1 -4=-5
2x—-y=13 g =
4 2
Ax = =-4-6=-10
£, =]
1 4
Ay = o
b 3[
Ax =10 Ay -3
R T o P y=2=-T2- = C,= {(2,1)}



Clasificacién de los Sistem Ecuaciones

De acuerdo al tipo de solucién que tiene un sistema de ecuaciones, se clasifica de la siguiente
manera:

1) Compatible: sistema que tiene solucion. Existen dos tipos dentro de este grupo
a) Compatible Determinado: La solucién es tinica
b) Compatible Indeterminado: tiene infinitas soluciones

2) Incompatible: sistema que no tiene solucién = C; =&

Ejemplos: Clasifica los siguientes sistemas de ecuaciones:
; x+2y-4=0 b x+2y+1=0 2 x+2y-4=0
2x—y=-3=0 2x+4y+2=0 2x+4y-4=0

a) Este sistema se resolvio anteriormente y tiene solucién dnica: C; = {(2,1)}, por lo tanto es
un sistema Compatible Determinado

b) Se resuelve por Sustitucién: De la primera ecuacion se despeja X, se reemplaza en la
segunda ecuacion: x=-2y-1

2(2y-1)+4y+2=0

4y-2+4y+2=0 = 0=0 locual es cierto para cualquier
valor de y, por lo tanto existen infinitas soluciones, y el conjunto solucién se expresa asi:
C; = {(-2-¥, ¥)}. Es un sistema Compatible Indeterminado

¢) Se resuelve por Sustitucion: De la primera ecuacion se despeja x, se reemplaza en la
segunda ecuacion: x=4-2y

2(4-2y)+4y-4=0

8 —4y+4y-4=0 = 4=0 loqueno tiene sentido, es decir que
el sistema no tiene solucion: Cs = @ . Es un sistema Incompatible.

iones con dos vari

Método Griafico de resolucion de un sistema de dos ecu
) ) y=ax+b, (1)

Sea el sistema de ecuaciones
y=ax+b, (2)

Cada ecuacion del sistema corresponde a la ecuacion de una recta, por lo que resolver el
sistema significa encontrar el o los puntos que pertenecen a ambas rectas, es decir hallar las
coordenadas del punto interseccion de las rectas a partir de sus graficas,

- Si las rectas se cortan en un punto el sistema tiene solucién tnica, es Compatible

Determinado.




- Si las rectas son paralelas, no se cortan en ningiin punto, el sistema no tiene solucion,
es Incompatible

- 51 las rectas coinciden el sistema tiene infinitas soluciones, es Compatible Indeterminado
¥

®
-
¥
&
3 o

a
3
Y

b—m e e v b——t '

B o-@ -F -8 -3 -4 -1 &l TEW ETRETET B ®

-'_/_'._/'/ -3
-
_H___,.-"'" -
a
_,.r'"'f 4
= 7
_,_r""'fr H
-

y=x+1

Ejemplo: Resolver graficamente el siguiente sistema
y=-3x+5
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Las rectas se cortan entonces es un sistema compatible determinado = C; = {(1,2)}

Aplicaciones

Problemas de diversos tipos pueden resolverse mediante el planteo de un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos variables

Ejemplos:

1) La suma de un namero mas el duplo de otro es 11, v el duplo del primero menos el
segundo es 2. ; Cudles son los nimeros?

Sea x el primer nimero, sea y el segundo niimero, entonces se tiene:

{x+2y=11

5 5 = de la primera ecuacion x =11 -2y, reemplazando en la otra:
X—y=

2(11=-2y)~-y=2 = 22-4y-y-2=0 = 5y+20=0
= y=4



Rta: Los numeros buscados son 3 v 4

2) Los jornales de un operario y su ayudante son 7 $ y 3 $ por hora respectivamente. Entre
ambos efectiian un trabajo por el cual reciben la suma de 53 3.

Si los jornales fueran de 1 $ menos por hora, habrian cobrado 42 $. Hallar el tiempo que
trabajo cada uno de ellos.

Sea p = tiempo en hs. que trabajo el operario
h = tiempo en hs. que trabajo el ayudante
Tp+3h=353
. sy puBSe 3 o £ 240 =a)
|6p+2h =42 T 7 7

318 18, opaty = uih=—3i:>h=6=:p=5
T - & 7 7

Rta: El operario trabajé 5 horas y el ayudante trabajo 6 horas.



UNIDAD IV

Ecuacién, Inecuaciéon v Funcion Cuadritica
ECUACION CUADRATICA

Sea x una variable real. Se llama ecuacién cuadratica en X, o ecuacién de 2° grado en una
variable a la ecuacién de la forma: ax*+bx+¢=0 conab,ceR y a=0.

ax’ esel término cuadrético

b x es el término lineal
c es el término independiente

de acuerdo a los valores de a, b, ¢ las ecuaciones cuadriticas pueden ser:

a) Completas: Si a,b,cnosonnulos = ax’+bx+c=0

bycson0 = laecuacion queda a.x’ =0

b) Incompletas: ¢=0 = laecuacion queda ax’+bx=0

b=0 = laecuacion queda ax’+c=0

Resolucion de Ecuaciones Cuadriticas: Resolver una ecuacién cuadritica significa
encontrar sus dos raices, a las que se denominan x| vy x»

Resolucion de Ecuaciones Cuadriticas Incompletas:

1) Caso b=0y c=0
a.x’=0 = x’=0+a = x?=0 = x=0 => raiz doble igual a 0

X1 = Xz‘:D

Ejemplo: 4.x%*=0 = x=0 = xXx=0 = x1=x:=0

2) Caso c=0
ax’+b.x =0 = x(a.x +b)=0 = x=0 v x=-bfa = 2raices

¥x1=0 x:=-bfa

Ejemplo:4x%+2 . x =0 = x(4x +2)=0 = x=0 v x=-%
=x1=0 x;=-12

3) Caso b=0

, c .
ax’+c=0=> a.x2=—c:$x2=-cfa:> Xx=+ ||—— == 2 raices
a

o c _ c
= 0 K, ==,|=-—
a a

Ejemplo: 4 x2-16 =0=> 4.x%=16 = x2=16/4 = x=2Vd= x,=2 x3==2




Resolucion de la Ecuacion Cuadratica Completa: ax Z+bx+c=0
Ocuparemos el siguiente método que se llama completar cuadrados:

1. El coeficiente principal debe ser /. Entonces sacando factor comin a, obtenemos la

: . " b ) ¢
ecuacion equwa]&nte a (_1“ = ; - :J =0

c

i iy - : - ] ;
2. Siendo @ # 0, sabemos que la ecuacion anterior es equivalente a x~ — P i

3. Dividimos por 2 al coeficiente que acompafia al término lineal (&/a), y elevamos al
cuadrado el resultado. A continuacion, sumamos y restamos el cuadrado obtenido.

S P s By

. EI & {:E) (ﬁi) o

Aplicamos la propiedad conmutativa y asociativa.
(2] -0

Sacamos factor comun (-) en el 2° término

o=t (2] [2) - -

L -

Yt
3
1
R lw
-

|
——
e

I
{
Bon

Aplicamos trinomio cuadrado perfecto en el 1° término

Encontramos dos ecuaciones lineales cuyas soluciones son las raices de la ecuacion
cuadratica.

AT _ by |Bi-sac _
[I i ) —=100 (.‘C ] | — =0
N e :

ia +a*

Al resolver estas ultimas ecuaciones obtenemos:

b b — 4ac by ilb: - 4ac
) et
] N
b Wb -4ac b v -dac
e L s

b vb —4ac -b-vh —4dac

Ya= ——— =

b Vb —-dac -b-vb - sac
2a 2a 2a ¥X 2 2a 2a




Por lo tanto las raices de la ecuacion cuadritica se pueden obtener aplicando la siguiente
formula:

—b <+ vb?— 4dac

2a

12 =

Ejemplos de Diferentes Casos:
Resolver por el método de completar cuadrados y luego aplicando directamente la formula, la
siguiente ecuacion:

x?+2x-3=0

I} Completando cuadrados:

Sumar | en ambos miembros X2+2x-3+1=0+1
= x2+2x+1=1+3
= (x+1)*=4

= x+1=%2 = x1=1 x3=-3

2%) Aplicando férmula:

-b ++/b’-dac -2 .f4-4(-3) -214
2

12 = 2a ) 2

= x1=1 x3=-3

Clasificacion de las Raices:
Laexpresion b’-4ac sellama Discriminante y lo denotamos con A

A >0 = laecuacion tiene 2 raices reales distintas
= A=bl-dac A =0 = laecuacidon tiene 2 raices reales ¢ iguales (1 raiz doble)

A < 0 = laecuacion tiene 2 raices complejas conjugadas

Relacidn entre Raices v Coeficientes de una Ecuacidn Cuadritica

Dada la ecuaciéon ax’+bx+c=0

b +~/A V. 3 V&

sus raices son X, = 7a X . Sa

1?) 8i sumamos ambas raices:

b+vA b ~A_ b+SAH~A _ 2b_

2a 2a 2a 2a -

X, tx,=

L]
a

= | x;+x:=-b/a




2%) Si multiplicamos ambas raices:

o [-b +J2 ) [—b—\fﬂ?]=b1_(£) b?b?+4dac

2a J,’ la

Xi.X2= ¢/a

Expresiin de la Ecuacion Cuadriatica en Funcién de sus Raices

Dada la ecuacion axi+bx+c=0
S h c
Dividimos por a: xt+=x+==0
a a

Como x; + X2=-bfa
X).X2= ¢/a =N xl—[xl+x;}x+x|.x1=ﬂ
X -X}X-X2X+X1.%2=0
X (x-x1)- x2(x-x;)=0
(x-x1).(x-x2)=0
Multiplicando por a: a.(x-x1).(xx2)=0

= Ecuacién Cuadritica Factorizada | 28X ‘+bx+c=a (Xx-x1).(x-X2)

Ejemplos:
Expresar las siguientes ecuaciones cuadréticas en forma factorizada:
a)2x*+x-3=0

Utilizando la formula:

-b ++/b?-4ac L —hxaf1=4.2.(-3) -1z +24 =S
2.2 4

2a 4

Forma factorizada: 2x? + x-3=2(x - 1)[1 + %]

b)x*+x-2=10

Utilizando la formula:

-b £yb*-dac  =1Efl-401.(-2) ~-1%41+8 -113
2.1

2 2

hades ™ 2a
X, =1 X, = =2

Forma factorizada: x* + x -2 = (x —1)(x+2)

Ecuaciones Bicuadradas:

Se llama ecuacion bicuadrada a toda ecuacién de cuarto grado en la que figuran solamente los
SR 4 2, .-
términos de exponente par:ax +bhx“+c= 0

) . o 2
Se reemplaza z = x %, para trabajar con la ecuaci6n cuadritica: az'+bz+c=10



Se aplica la formula y se encuentra z; y z;.

2

Como z=x" =

5 =%
21=X" = x,= i\le

rd N f . ' g
=X = x, =%z, de alli se obtienen las 4 raices de la ecuacion.

5t+4/25-44
2

Ejemplo: x-5x’+4=0 = Z-52+4=0=>z,=

Zi= 4 ¥ Z=1 = x4, =%12
X34 ==+1

El conjunto solucién es C, = {-2,-1,1,2}

INECUACIONES CUADRATICAS

Son inecuaciones del tipo:
ax’ +bx+c<0

ax’ +bx+c20
ax’ +bx+c<0 conaz0

axt +bhx+c>0

Para resolver este tipo de inecuaciones se factoriza el primer miembro de modo que quede
a(x —x,).(x — x, )siendo x; y x; las raices de la ecuacién ax® +bx+c =0
De esta manera, se aplicard la regla de los signos para determinar el conjunto solucidn.

Ejemplos:

a) Hallar el conjunto solucion de 2 x *+4x <0

Factorizando se tiene: 2x(x+2)<0
Como el producto debe ser negativo, se presentan dos casos:

NDx>0Aax+2<0= x>0 Ax<-2=0C=0

2) <0 Ax+220= x<0 AX>-2=Ca=(2,0)
El conjunto solucidn es la union de ambos: G, =C, W Cp =D U (-2,0)=(-2,0)
b) Hallar el conjunto soluciénde x* +x-2>10

La expresion factorizadaes:  (x—1)(x+2)>0
Como el producto debe ser positivo, se presentan dos casos:

I x-1>1 A x+2>20= x>]1 Ax>-2 = Cyqg=(1 @)
2) x-1<0 A x+2<0 = x<] AXx<-2=Cgp=(0,-2)

El conjunto solucion es la unidon de ambos: C; = (o0, -2 ) (1,00 )



Si ax’ +bx+¢ =0 tiene raices complejas entonces la expresion cuadrética sera siempre
mayor que cero o menor que cero, dependiendo del signo del coeficiente principal.

1. Sia>0 entonces ax’ +bx+c>0
2. Siag <0 entonces ax’ +bx+c<0

Ejemplos:
a) Hallar el conjunto solucionde x* +x+1>0
La ecuacién x° + x + 1 = 0 tiene raices complejas, ya que el discriminante es negativo:
A= bidac=1-4=-3
Como a > 0, resulta que x* + x + | serd siempre positivo.
Es decir, la inecuacion se verifica para cualquier valor de x.
Por lo tanto, el conjunto solucidnes D; = R

b) Hallar el conjunto soluciénde x* +x+1<0

En el inciso anterior se vio que x?® + x + 1 resulta siempre positivo. Pero ahora se pide
que esa expresion sea negativa. Como no existen valores de x que hagan que se cumpla la
inecuacion, resulta que el conjunto soluciones C, = ¢

FUNCION CUADRATICA

Una funcion cuadratica es una funcién polindémica de 2° grado que tiene la forma:
y=f[x}=ax2+bx+c cona,b,ceR, a=0.

Completando cuadrados se puede llevar la expresion anterior a su forma canonica:
1
(x—h}l=;(y—k] (1)

La grafica de una funcion cuadrética es una pardbola

- Si a> 0 la parabola se abre hacia arriba, o sea que su concavidad es positiva
- Si a<0 la parabola se abre hacia abajo, o sea que su concavidad es negativa

- Dominio de la funcién: Dy = R

Interseccion con los ejes:

- Interseccién con el eje y: se hace x =0 en (1) = y = c, por lo tanto el punto de interseccion
conelejeyes (0,c)



- Interseccion con el eje x: se hacey=0en (1) = a x+bx+c=0, por lo tanto los valores
de las raices de esta ecuacion cuadratica son los valores donde la pardbola corta al eje x:

L _TbEVb —4ac
14—
' 2a

Como el valor de las raices dependen del discriminante A = b - 4ac, entonces la interseccién
con el eje x depende del valor de A:

1) Si A> 0 => 2 raices reales distintas = hay 2 puntos de interseccion con el eje X
2)Si A=0= 1 raiz real doble = hay 1 punto de interseccion con el gje x

3)Si A <0 = 2 raices complejas conjugadas = no hay puntos de interseccién con el eje x

a=()

Halces reales distintas Lina raix real doble Faices carplejas conjugads

a=0

Faices reabes distinitas Lk ralz real doble Fajces coplejas conjusadas

Vértice de la pardbola: Es el punto donde la paribola alcanza su maximo valor (si a<(0) o su

minimo valor (s1 a> ().
Para hallar las coordenadas del vértice V = (h,k) se completa cuadrados en la variable x:

.
y=ax"+hx+c



sacando factor comun a: y=a[x‘+£x+£]
a a
H 2 2
3 b
sumando y restando [l] se tiene:y = a ( x‘+£x+[—] - (—] + =}
2a 2a 2a

]
entonces h=-L i d4ac - b
la 4a

b 4daec - b?
V= -_T—
( 2a da )

Eje de simetria: El eje de simetria de una funcion cuadrética es una recta paralela al eje y,

T - b
que pasa por el vertice, entonces su ecuaclon es: X = "i“"
kil

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento:

Si a=0, la funcion crece en el intervalo [h,m] y decrece en el intervalo {-m,h]
Si a<0, la funcion crece en el intervalo (Mh] y decrece en el intervalo [h,m}

Imagen:

Si a>0 entonces la imagen es 1| =[k,»)
Si a<0 entonces la imagen es I =(-o,k]

Ejemplo: Representar graficamente la funcion y= x’ -2x-3, indicando: dominio,
interseccion con los ejes coordenados, coordenadas del vértice, eje de simetria, intervalos de
crecimiento y de decrecimiento, e imagen. Expresar la ecuacién en su forma canénica y en su
forma factorizada.

Como a = 1 > 0 la pardbola tiene concavidad positiva, entonces tendrd un minimo en el
vértice.

El dominio de la funcién es p ;=0

Intersecciones: x =0 = y=-3 = (0,-3)

y=10 = x*-2%x-3=0= xu=2i‘ﬁ?{j3l = x=3 x=-I
Veértice: =(3,0) ¥ (-1,0)
pa B0V L4 o W ipd)

4da

Eje de simetria: x = 1

Intervalos de crecimiento v de decrecimiento:




Como a>0, la funcién crece en el intervalo [1,0) y decrece en el intervalo (-, 1]

Imagen:
Como a>0 entonces la imagen es I =[-4,)
L

41
|

¥ o
-

Forma Candnica de la Ecuacién de la Paribola:

Y- g
y+3=x-2x
y+3+1=x"-2x+1

y+4=(x-1)? = (x=1)"=(y+4)

Forma Factorizada de la Ecuacién Cuadraitica: v =a (x - x;). (x = x32)

Como lasraicesson x=3 x=-1 Aa=1= | ¥y=(x-3)(x+1)

Aplicaciones:

1) Una caja {:an base cuadrada y sin tapa ha de hacerse de una pieza de hoja de lata,
qultandnse 9 cm” de cada csquma y doblando hacia arriba los lados. Si la caja debe tener 48
em’, ;cudl es el tamaiio de la pieza de hoja de lata que deber4 usarse?

X0

L: longitud de la base de la caja
x: lado de la hoja de lata
volumen: 48 cm® =L . L. altura



4Ecm3=[x—6)2.3
= 16 =(x-6) = x-6=*+4 = x=10y x=2

Anélisis del resultado: x = 2 no responde al problema planteado (;Por qué?), por lo tanto la
solucion es x = 10 em.

Rta: Se debe usar una hoja de lata cuadrada de 10 cm de lado.
2) Se lanza un objeto verticalmente hacia arriba. La posicion y (en metros) respecto del suelo
en funci6n del tiempo t (en segundos) viene dada por y =20 —5¢".
a) Hallar los instantes en los cuales ¢l objeto estd a una distancia de 15 m
b) Determinar si el objeto llega a alcanzar una altura de 25 m
42/
2

Rta: en 1 seg. y a los 3 seg, cuando sube y baja, se encuentraa 15 m.

4+4

b}25=2{}t~5t2 = P —4t+5=0 = t= G = no tiene solucion real

a)15=20t-5¢ = tP-4t+3=0 = t= = t=3yt=1

Rta: no alcanza una altura de 25 m

SISTEMA DE ECUACIONES NO LINEALES

Un sistema de ecuaciones no lineales es aquel en el que alguna de las ecuaciones no es de
primer grado. Resolver dicho sistema es encontrar el valor de las variables que verifican
simultaneamente todas las ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones no lineal, donde una ecuacion es lineal y la otra de 2° grado se
puede resolver por los métodos de sustitucion o igualacién o bien graficamente, es decir
obteniendo los puntos de interseccion de la parabola y la recta.

Cuando se resuelve analiticamente, se llega a una ecuacion cuadritica, con todos los
resultados posibles vistos para estas ecuaciones:

e Dos raices reales distintas: la recta y la parabola se cortan en 2 puntos
e Una raiz real doble: la recta y la pardbola se cortan en 1 punto
¢ Dos raices complejas conjugadas: la recta y la parabola no se cortan

Si la recta y la pardbola se cortan en 2 puntos, entonces el sistema
tiene 2 soluciones

Solucién Grifica: Si la recta y la pardbola se cortan en 1 punto, entonces el sistema
tiene 1 solucion

Si la recta y la parabola no se cortan, entonces el sistema no tiene
solucion

y=x"—4x+3

Ejemplo: Resolver el siguiente sistema:
y=-x+1=0



Analiticamente
Resolvemos por sustitucion; se reemplaza la primera ecuaciéon en la segunda:

-4x+3-x+1=0 = x*-5x+4=0 =>x1lz=£-ésm-_-!§~ =>x1=4 x=1

se reemplazan estos valores en la primera ecuacion v se obtiene y ;=3 y.=10

por lo tanto hay dos soluciones : (4,3) v (1,0)

Graficamente

Se grafica: larecta y=x-1 de pendiente 1 y ordenada al origen -1

la parabola y= x’-4x+3 V= (2. -1), eje de simetria x =2 , concavidad positiva
Interseccion con los ejes: x =0 = y=3

4+ y16-12 A

P} =Sy e
k) 1,2 7

=3 x=1

= Solucion: (4,3) y (1,0)



UNIDAD V

Funciones: Exponencial, Logaritmica vy Trigonométricas
FUNCION EXPONENCIAL

Definicién: Una funcion de laformay=a" cona>0, a#1 ~ x € R, se llama funcién
exponencial.
El nimero a se llama base de la funcion exponencial.
El Dominio de esta funcion es R y la Imagen de la funcién es R* = (0, =)
- Si a>1 lafuncion es creciente
- Si0 <a<1 la funcion es decreciente.

Grifica de la funcién exponencial:

1°) Primer caso: a> 1. Consideremos los siguientes ejemplos: y; =2% , y2=3"%

X i=2" | y2=3"
3 8 27
2 4 9
1 . 3
0 1 1
-1 Ya 1/3
-2 Ya 1/9
-3 1/8 1/27
Y o
£ 7*
T 11 ::- |Jr! I ! 'E
| s N o e
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Observaciones: paraa> 1

-

2") Segundo caso: 0 <a <1, Consideremos los siguientes ejemplos:

Si el exponente es positivo (x> 0) = y>1
Si el exponente es negativo (x<0) = O<y <1
Si el exponente es cero
Si aumenta x, entonces aumenta v, la funcién es creciente.

x=0)= y=1

y1=(1/2)%,
X yi=(1/2)" | y2=(1/3)°
3 1/8 1/27
2 1/4 1/9
1 1/2 1/3
0 | 1
-1 2 3
-2 4 9
-3 8 27
n* ay
66
. T ] —Tio ] T =]
0 A E...\mﬂ.a,_Lg-w,i__Tl._
i-u - : ;3 8
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| | o |
M1, |
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Observaciones: parall<a<|

Si el exponente es positivo (x>0) = 0<y< 1

Si el exponente es negativo (x< ()= y >1

Si el exponente es cero
Si aumenta x, entonces disminuye y, la funcion es decreciente.

(x=0)= y=1

y2 =(1/3)*



El nimero e: Hemos definido la funcién exponencial de la forma y = a %, vimos que los
graficos de esas funciones pasan todas por el punto (0,1), pero cuando “a” varia las rectas
tangentes determinan distintos dngulos con el eje x. Solamente existe una de estas graficas
cuya recta tangente en el punto (0,1) forma un angulo de 45° con el eje x. La funcion
correspondiente es y = e ¥, siendo e un nimero irracional cuyo valor aproximado es e =
2,718281.....

Esta funcién tiene muchas aplicaciones, por ejemplo:

a) P=Py e ™ para el crecimiento de la poblacién mundial
b)N=Npe o para la desintegracién de una sustancia radiactiva
2
x°/2

c)C=ke para la distribucién normal de cualquier variable aleatoria

Funcién Exponencial: Distintos Tipos

Existen otras funciones que involucran a la funcién exponencial. Entre ellas, distinguiremos
los siguientes casos.

a) Funciones del Tipo g(x) =a* +b
La funcion exponencial se desplaza b unidades hacia ammba sib > 0, 6 b unidades hacia abajo,
s1 b<0.

D,=R v lg = (b,)

Para obtener una mejor visualizacién de la influencia del pardmetro b, a continuacion
graficaremos las funciones f;(x) = 2%, f2(x) = 2* + 1, f3(x) = 2* — 1 y dadas las graficas
determina el dominio y la imagen de cada funcion.

L(x) =2 [ p@=2+1 ] fix) =2*-1
- (e s
. il il Tk el Lo o
ap £ : X % 1 //: 2 :
! o I S ' .'«I'. e __~_'_':;—'."?'|Aj:"":' T

x+e

b) Funciones del Tipo g(x) = a
La funcion exponencial se desplaza ¢ unidades hacia la derecha si ¢ negativo, 6 ¢
unidades hacia la izquierda, si ¢ es positivo.

D,=R y I, =(0,)



Ejemplos: Grafica las funciones f{x)= 2°, h(x) 7!y g(rj 2’ :

Nota: Asi como hemos analizado la incidencia de los pardmetros cuando se suma un mimero
tanto a la funcion, 6 bien al exponente, también es necesario analizar la incidencia que se
produce en la grdfica de las funciones cuando se multiplica un pardmetro, es decir en
Junciones del tipo

g(x) = a® y h(x) = ka*. Para ello es necesario darle valores a los pardmetros d y k para
determinar cudl es la incidencia que estos producen a funciones de la forma f(x) = a*

ARITMO

Definicién: Se llama logaritmo en base a de un nimero b a otro nimero x, tal que a elevado al
niamero x es igual a b.

logab=x <a*=b cona>0,b>0n azl

Propiedades del logaritmo:

1)logs1=0 porquea’=1

2) Propiedad uniforme: x=y= log,x=log,y

3) Propiedad cancelativa: log,x=log.y = x=y

4) Logaritmo de un producto: log,(x.y)=log.x+ log,y
5) Logaritmo de un cociente: log, (x/y)=logax- log,¥y
6) Logaritmo de una potencia: log ,b"=n. ]Gg ab

7) Logaritmo de una raiz. log , E lcng.

8)log,a=1porquea’'=a
9)log,a"=n
10)a'™,"=n

Logaritmos Decimales v Logaritmos Nepperianos o Naturales

1°) Se llaman logaritmos decimales a los logaritmos de base 10, es decir log 14 x.
En estos casos no se escribe la base, se expresa log x  y se lee “logaritmo decimal de x™



2°) Se llaman logaritmos naturales o neperianos a los logaritmos de base e, es decir
log ¢ x. A estos logaritmos se los expresa asi: In x o Lx, se lee “logaritmo natural de x” o
“logaritmo nepperiano de x™.

Cambio de base: Si se quiere pasar de log . x a logy X se usa la siguiente formula:

Demostracion: Sea y=log,x => a’=x

Aplicando logy enambos miembros = logya® =logy X
=vylogpa=logex

log, x

1
e como yvy=logax = log x=
i E a
log, a log, a

Despejando y =

Ejemplo: La vida media de cierta sustancia radiactiva es de 1000 afios. Si se tiene una
muestra de 2 grs., ;cudntos gramos quedaran al cabo de 5000 afios?

Se sabe que la formula para la desintegracion radiactivaes N=Nge | donde
N = cantidad que queda sin desintegrar en el tiempo t
My = cantidad inicial
k= constante que depende de la sustancia
Datos: tn = vida media. Es el tiempo que en nuestro ejemplo, ha transcurrido para que se
desintegre la mitad de la sustancia inicial. Es decir, si t = 1000, entonces = 1 gr.
Np = 2 grs (cantidad inicial)
T = 5000 anos
Incognitas: N, k (constante a determinar)
Solucién: N=2e™ (1)
Primero se obtiene el valordek, 1=2e¢ KI0 1 g K100
= In%=-1000k = In2"'=-1000k = -In2=-1000k = k=1n2/1000
Reemplazandoen (1): N=2e ™10 | §i1=5000 = N=2 ¢ 00000
= N=2 (e]'lz)_s
= N=22"°=0, 0625 grs.
Rta: La cantidad de sustancia reactiva al cabo de 5000 afios sera 0,0625 grs.

FUNCION LOGARITMICA

La inversa de la funcién exponencial es la funcidn logaritmica y tiene la forma:
y=logax cona>0 Aazl
El Dominio de la funcion logaritmica es R = (0, = ) y la Imagen es R

Grafica de la Funcidon Logaritmica



1°} Primer caso: a > 1. Consideremos los siguientes ejemplos: y; = loga x, v2=logs x

X v1 = loga x X y2=logsx
8 3 27 3
4 2 9 2
7 1 3 1
1 0 1 0
Va -1 1/3 -1
Va -2 1/9 -2
1/8 -3 1/27 -3
¥
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2%) Segundo caso: para( <a<1 Consideremos los siguientes ejemplos:
y1=login X, y2=logis X

X vi=login x X yz=logia x
1/8 3 1/27 3
1/4 2 1/9 2
1/2 1 1/3 1

1 0 1 0

2 -1 3 -1

4 Ny 9 -2

8 -3 27 | -3

¥




La funcion logaritmica serd decreciente ¥x € Dy si0 < a < 1.

La funcion logaritmica serd creciente ¥x € Dy sia > 1.

si a > 1 la grafica serd creciente 0 < a < 1 la grafica serd decreciente

¥ ¥y
‘_

Funciones Logaritmicas: Distintos Tipos

Existen otras funciones que involucran a la funcion logaritmica. Entre ellas, distinguiremos
los siguientes casos.

a) Funciones del tipo g(x) = log,x + b

La funcién exponencial se desplaza b unidades hacia arriba si b > 0, 6 b unidades hacia abajo,
si b<0.
D, = (0,) ¥ =R

Para obtener una mejor visualizacion de la influencia del pardmetro b, a continuacion
graficaremos las funciones f;(x) = log,x, fz(x) = log;x + 1, f3(x) = log,x — 1 .y dadas
las graficas determina el dominio y la imagen de cada funcidn.

L1(x) = log;x f(x) =logyx +1, f1(x) = log,x — 1
o . ' SR L :
L et (i
L i e s
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b) Funciones del tipo g(x) = log,(x + ¢)

La funcién exponencial se desplaza ¢ unidades hacia la derecha si ¢ negativo, 6 ¢ unidades
hacia la izquierda, si ¢ es positivo.

Ejemplos: Graficar las funciones fi(x) = log,x, f,(x) = log,(x + 1),
f3(x) = log,(x - 1)




Nota: Asi como hemos analizado la incidencia de los pardmetros cuando se suma un nimero
tanto a la funcion, ¢ bien al argumento, también es necesario analizar la incidencia que se
produce en la grdfica de las funciones cuando se multiplica un pardmetro, es decir en
Jfunciones del tipo

g(x) = logy(dx) y h(x) = klog,(x). para ello es necesario darle valores a los pardmetros
dy k para determinar cudl es la incidencia que estos producen a funciones de la forma

f(x) = log,x

Grifica de las Funciones Inversas

Como la funcién exponencial y =a * y la funcién logaritmica y = log 4 X son inversas, sus
graficas son simétricas respecto a la recta bisectriz del primer cuadrante y = x

Ejemplo:

=2% wa=logax

I

Lh

~

L=

—— )

.______.____,_h____\__ k. 98
e

ren

™

i -,
— e

¥2



Ecuaciones Exponenciales v Logaritmicas

Se muestra como ejemplo la manera de resolver algunas ecuaciones exponenciales y
logaritmicas.

1) 2 logs x +4 = (. Para resolver se despeja la expresion logaritmica:
logix=-2=x=3"7 = x=1/9

2) 4% .2" -4 =0 Se despeja la expresion exponencial
2 =8= x=log:8=> x=3

3)2logs’x—17logax+8=0  sesustituye z=logzx
222-17z+8=0 seresuelve esta ecuacion cuadritica yseobtiene z,=% z,=8
Sesustituyez; y z2 = log:x =112
log:x;=8
por definicién de log. = x;=2"% y x;=2%=256 = C;={2'? 256}

4)3.3%426.3%-3=0 Sesustituyez=3%, z%=3%
32%4262z-3=0 seresuelve esta ecuacién cuadratica y se obtiene z=-3 z:=1/3
Sesustituyez; y zz = 3* =-3 no tiene sentido porque la imagen de la funcién
exponencial no puede ser negativa
= 3%=13 = x =log31/3 = x3 =-1 lnica solucién

55 a3, Mg =y
25.5™ 15.58=0
40.5*=8 = 5%=1/5 = x=logs1/5 = x=-I

G)e *-3+2e7*¥=0
Para eliminar e * multiplicamos ambos miembros por e*
(e¥)2+2e7* X 3e¥=
(e*)? -3e*+2=0 sesustituye e =z
z%-3z42=0 seresuelve esta ecuacion cuadratica y se obtiene z =2 z,= |
= ef1=) ye2=] = x=In2 y xh!l = ,=069314y x:=0

Sistemas de Ecuaciones

Se resuelven por sustitucion.

Ejemplo: {}r pl 10 L)

2-y=logx (2)
De(2) y=2-logx. sesustituyeen(1)= 2-logx-log(x+3)=1
Se aplica propiedades: = 2-log[x.(xt3)]=1

= log[x.(x+3)]=1

= x.(x+3)=10

= x2+3x-10=0
= X1=-5 y x3=2, pero -5 no estd en el dominio de la funcién por lo tanto la Gnica
solucibnesx =2

TRIGONOMETRIA

ingu]os: Si se considera un angulo en un sistema de coordenadas cartesianas, tendra su
vértice en el origen de coordenadas, y un lado sobre el gje x . Si se gira el otro lado se



obtienen distintos dngulos. El sentido de giro igual al de las agujas del reloj (horario) es
negativo, el sentido de giro contrario a las agujas del reloj (antihorario) es positivo.

v

e
R

5

Sistemas de Medicion de ingulus:

1°) Sistema Sexagesimal: La unidad de medida es el grado sexagesimal, que se obtiene de
dividir un angulo recto en noventa partes iguales. Si se divide el grado en 60 partes iguales se
obtiene un minuto, si se divide el minuto en 60 partes iguales se obtiene un segundo.

Notacion del grado:  °

Notacion del minuto:

Notacion del segundo: ™

Por ejemplo un angulo de 30 grados, 25 minutos y 14 segundos se expresa: 30°25°14"

2% Sistema Circular; La unidad de medida es el radian. Un radian equivale al angulo cuyo
arco de circunferencia tiene una medida igual al radio.

B
0A=AB = a=1 radian

Nota: Como el perimetro de una circunferencia de radio r es 2nr y abarca un giro completo,
o sea un angulo de 360 °, entonces 360 ° equivale a 27 radianes.

Grados | 360° 180° 90 ° 60 ° 45° 30° 0°

|

Radianes | 2=n T /2 /3 /4 /6 0

Equivalencia entre Sistemas de Medicion:

360°=2nrad = 1°=2n/360 1*=0,0175 radianes
1rad=360%2n= 1rad=180°/3,14=> lrad =573°

Razones Trigonométricas

Dado un triangulo rectangulo:



A : hipotenusa

. angulo recto

B: cateto opuesto a &
C: cateto adyacente a

Las razones (divisiones) entre pares de lados de un triangulo rectangulo se mantienen
constantes, mientras el dngulo es constante, y varian al variar el dngulo. Es decir, estas
razones dependen del angulo y no de los lados. Cada una de las 6 razones consideradas es un
mimero que recibe un nombre especial:

B cateto opuesto
1) T

— =gcopseno de o = Cos O =

B
=seno de o = sen a=I

-=tangente dea = tg o=

nlw >0

|2
= cotangente de o = cotg a = B

hipotenusa
C _ cateto adyacente
2) A hipotenusa
B _  cateto opuesto
3) C  cateto adyacente
P C _ cateto adyacente
) B cateto opuesto
A hipotenusa
3) C  cateto adyacente
A hipotenusa
%) B cateto opuesto

Resolucion de Triangulos

A
= gecante de @ = sec D'.=E—

A
= posecante de o = cosec O = -B—

Rectangulos: Dado un tridangulo rectiangulo del que se conocen

algunos elementos, se pueden averiguar los restantes elementos utilizando las razones
trigonométricas, el teorema de Pitdgoras y la propiedad que dice que la suma de los angulos
interiores del triangulo es 180 °.

Teorema de Pitdgoras: “El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de

los catetos™.

A’=B*+(C



Ejemplo: Dado un tridgngulo rectangulo cuyos catetos miden 3 y 4, calcule todos sus lados y
angulos,

C

F C b
Datos: B=3, C=4 4=90°
Incognitas: A y los otros dngulos

Resolucién: Por Pitagoras A = VB?+C? =9+16 =5 = A=5

senb=E=§=ﬂ,ﬁ = b=368"
A 3

a+b+c=180°= ¢c=180°-90°-36,8° = c¢=532"

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Se llaman funciones trigonométricas a las funciones de la forma:
y=senx, y=cCosX, Y=1gXx, y=colgX, y=secx, y=cosecX

Las razones trigonométricas definidas para angulos agudos, pueden extenderse a todo tipo de
angulo.

Consideremos los angulos en un circulo de radio 1 y centro en el origen de coordenadas,
llamado “eirculo trigonométrico™

Un angulo agudo o determina en el circulo trigonométrico un tridngulo rectangulo OPQ,
cuyos vértices tienen las siguientes coordenadas: O=(0,0) P= (xy, y,) Q= (x0. 0) y el radio r
=QP =]

¥

B
ﬁ-———
o
Q g

PQ ¥y ¥
sena=——=""=""=y, = sen =Yy
gp' § 1 e y
= P=(cosc,sena)
0 X, X,
coscx=—Q=—-*1-=—'“=xD = c0s 0L = Xp

¥ 1



Graficamente el segmento Px; es el segmento asociado al seno del angulo a y el segmento
Oxq es el segmento asociado al coseno de .

A continuacion se muestran los segmentos asociados a todas las funciones trigonométricas:
¥

T s _~
/“\
Pt
Q nxuq *

Por QQ se traza QR (perpendicular al eje x), de manera que el tridgngulo OPXj es semejante al
f&o . RO
ox, 0Q

tridngulo ORQ, entonces sus lados son proporcionales:

PX
ComoOQ=1y o —tga = tgo=RQ

ox,
Admmis-qp—=ﬂ,pem(}(}=l y o =seca = seca=0R
ox, 0Q 0X,
Se traza por T una paralela al eje x, de manera que el tridngulo OTS es semejante a OX,P
: X, I5
entonces sus lados son proporcionales: =—
X,P OT

004
Como QT =1y * —cotga = cotga=TS
X,P

P
Ademgs 28 - eoTO=1y
PX, TO PX,

=cosece = cosec o =08

De la misma manera se puede extender la definicion de funcion trigonométrica a cualquier
angulo (ubicado en cualquiera de los 4 cuadrantes).

Hemos visto gue el seno de un dngulo esta asociado a un segmento vertical (ordenada) y el
coseno a un segmento horizontal (abscisa) por lo cual queda definido un signo para estas
funciones trigonométricas segun el cuadrante al que pertenece el angulo.

tricas en cada cuadrante

Signo de las Funciones Tri

Funciones Cuadrantes
1° 2’ 3° 4°
Seno + + - -
Coseno + - - +

Tangente + 2 + -




Funciones Cuadrantes

lD 21} 311 49‘
Cotangente + - + -
Secante - . - +
Cosecante + + - -

dentidad Trigonométrica: es una igualdad que involucra funciones trigonométricas que se
cumple para todo valor de la variable (siempre que esté definida la operacion)

!
COs eca

Sen @ =

sen‘a +cost e =1
rgla +1=sec’ @

I+cot gla +1=cos e’
Grificas de las Funciones Trigonométricas:

1)y =f(x)=senx Dominio de f: R Imagen de f: [-1,1]

‘Iff.n‘{f ‘I‘\\ 0.5 \
— L —— T 7 — - T -
\\ / : \\ /
) S 7,

2) y=fix)=cosx Dominiode f: R Imagen de f: [-1,1]




3) y=f(x)=tgx Dﬂminiﬂ=[xe R:x # (Zn+ l)g;nez]
¥
| : I |
! : " :
! 1 1+ 1 |
| I ] i
| ' | I
2 E T = i _— If :H'.r w
g = | I I
VAR Ve
' | 1 [ ]
I I 1_ o4 ' I
4) y =f(x) = cotg x Dominio = {x € R: x # nm; neZ}
S
I -
|
[ o
|
. 1 '
- - 2T -'ﬂ: T \ 2T
I
[
]
!

5) y=f(x) = sec x Dominio= {x eR:x = (2n+ 1}%

7

kg

6)y = f(x)

2

= COSCC X

\_/

¥

2

A

A

Dominio = {x € R: x # nm; neZ}

—k

|
I
|
|
I
I
1
I
I

-

Pm o e e

|

1
i
|
1
I
i
}
I
|
|
|
|
1

27

=

Imagen =R

Imagen =R

Imagen =(—,—1]U[1,)



Valores de las Funciones Trigonométricas de ﬁingulos Notables

angulo 0 /6 /4 /3
ws'enu 0 l '\.E _\E
2 A 2
coseno 1 ,_E ] 1
2 2 2
tangente 0 3 1 3
=2

Funciones Trigonométricas de ingulu; Complementarios: o + [} = 90°

sena = cosP = COSfEn a) coseca = secsB = SE'C{%‘U.]

cosa = senP = sen(Z )

> seca = cosecB = cos:ec{; )

cotga = tgf = tg(% 1)

Angulos Suplementarios: o+ 5 = 180°

tgn = cotgP = CE}T.E(%"ELJ

coseca = cosec = cosec(nu)
cosa = -cosB= -cos(tu)  seca= -secB= —sec(n-a)

tga = -tgB=-tg(na) ctga = - ctgB = —ctgln-a)
Funciones Trigonométricas de ,-ingulus Opuestos: =-o
sena = —senB = -sen(-a) coseca = —cosecP = —cosec(a)
cosa = cosB = cos(a) seca = sec3 = sec(-a)

tg a = -tgB = -tg(-a) ctga = —ctgf= —ctg(-a)

sena = senP = sen(na)

Funciones Trigonométricas

sen(a + ) = senar.cos f + senf.cosa
cos(a + ff) = cosa.cos f F sena.senf
lga * rgﬁ_
1 Figaigf
Funciones Trigonométricas del Angulo Doble:

sen(2a) = 2sena.cosa

tg(a + f) =

cos(2a) = cos’ & — sen’a
ga
1—1g’a

Resolucion de Tridngulos Oblicudngulos:

Un tridngulo oblicuangulo es un tridngulo que no tiene un dngulo recto.
Resolver un tridngulo oblicudngulo es hallar el valor de todos sus lados y dngulos.

1g(2a) =

Dado un tridngulo oblicuangulo del que se conocen algunos elementos, se puede averiguar
los restantes elementos utilizando el Teorema del Seno, el Teorema del Coseno y la propiedad
que dice que la suma de dngulos interiores del tridngulo es 180 °,



Teorema del Seno: “Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de los dngulos
a b c

opuestos” = =
senx  senfl  seny

& 3
Teorema del Coseno: “El cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los
otros lados menos el doble producto de los mismos por el coseno del angulo comprendido™
a® =b* +c* —2bc.cosa
b =a* +c¢* -2ac.cosf
¢’ =a’ +b* —2ab.cosy

Recomendaciones:

- Si se conocen 2 dngulos y un lado —> usar Teorema del Seno

- i se conocen 2 lados y el dngulo opuesto a uno de ellos  —> usar Teorema del Seno
- Si se conocen 2 lados y el dngulo comprendido entre ellos— usar Teorema del Coseno
- Si se conocen los tres lados —» usar Teorema del Coseno

Ejemplo: En un tridngulo se conocen los lados b = 3 ¢cm y ¢ =4 cm y el angulo
comprendido es o = 60°. Hallar el lado y los angulos restantes.
Aplicando Teorema del Coseno = a’ =b” +¢” —2.b.c.cosa

a’ =3" +47 -2.3.4.c0s60°

at =9+m—24%:13:>a:¢‘1_3

Ahora se puede aplicar e] Teorema del Seno

a _ b
sena  senfP
J13 3

sen60®  senp

Vis_ 3 senf = 0,72057 = P = 46°6
J3  senf
2

Aplicando suma de angulos interiores del triangulo — a + p +y= 180°
60° + 46,1° + y= 180°= y = 73,89°

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Son aquellas ecuaciones en las que la variable figura como éngulo de funciones
trigonométricas. Para resolverlas es conveniente dejarla expresada en una sola funcion
trigonométrica y luego se la resuelve como una ecuacion algebraica.

Ejemplos:
1)2senx=1 => sen x='% =>  Soluciones: x=n/6+2nn y x=5n/6% 2nn



2)3+3cosx=2sen’x = 3+3cosx=2(1-cos’x) => 3+3cosx=2 -2cos’x
2

= 2cos“x +3cosx+]l=0 sellamacosx =z
=2z +3z41=0 —
-3l 341 o
A g Ko iR s S

cos x =-1/2 = Soluciones: x =2n/3 + 2nn
cosx=-1 = Soluciones;x=n=2nn



UNIDAD V1
Geometria

ANGULO
Angulos Complementarios: Se define como angulos complementarios a dos angulos cuya
suma sea igual a un angulo recto (90°).

Angulos Suplementarios: Se define como angulos suplementarios a dos angulos cuya suma
sea igual a un angulo llano (180°).

Angulos formados por dos rectas que se cortan:

rz

Angulos Adyacentes: Dos dngulos son adyacentes cuando tienen un lado en comin y los
otros lados son semirrectas opuestas.

Propiedad: “Dos angulos adyacentes son suplementarios”™

Ejemplos: - ¢ y P son adyacentes
- o y 0O sonadyacentes
- B v v sonadyacentes
- v y & sonadyacentes

Angulos Opuestos por el vértice: Dos angulos son opuestos por el vértice cuando los lados
de uno son semirrectas opuestas a los lados del otro.

Propiedad: “Dos angulos opuestos por el vértice son congruentes™

Ejemplos: - o y 7y sonopuestos por el vértice
- B y & son opuestos por el vértice

F

Angulos formados por dos recta lelas cortadas por una secante

A
e
ﬁj/
-
8
i E-N
/’/{T’, A NB

Angulos Interiores: v ,8, B, o’
Angulos Exteriores: o ,p,y 8

Angulos Alternos Internos: 7 y o son alternos internos
& y P’ son alternos internos

Propiedad: “Los angulos alternos internos entre paralelas son congruentes”



Angulos Alternos Externos: o ¥ Y son alternos externos
By & sonalternos externos

Propiedad: “I.os angulos alternos externos entre paralelas son congruentes™

zﬂlugulus Correspondientes: o y o son correspondientes

B v B’ son correspondientes
& y & son correspondientes
¥ ¥ " son correspondientes

Propiedad: “Los dngulos correspondientes entre paralelas son congruentes”

Angulos Conjugados Internos: & y @ son conjugados internos
¥ v P’ sonconjugados internos

Propiedad: “Los dngulos conjugados internos entre paralelas son suplementarios™

Angul onjugados Externos: « y 6~ son conjugados externos
B vy ¥ son conjugados externos

Propiedad: “Los dngulos conjugados externos entre paralelas son suplementarios”
TRIANGULO

Definicién: Tridngulo es una porcion de superficie plana limitada por tres rectas que se cortan
dos a dos, es decir que un triangulo es un poligono convexo de tres lados y tres dngulos

Isosceles (2 lados iguales)

Segun sus lados Equildtero (3 lados iguales)
Escaleno (3 lados distintos)
Claglfgg!gg
rlan Acutangulo (3 dngulos agudos)

Segun sus dngulos < Rectingulo (1 angulo recto)

Obtuséngulo (1 dngulo obtuso)

Propiedad Triangular: “En todo tridngulo un lado es menor que la suma de los otros dos
lados™

Propiedad 1: “En todo triangulo la suma de los dngulos interiores es igual a 180°

b

a ¢
a+b+c=180°

Propiedad 2: “En todo tridngulo cada angulo exterior es igual a la suma de los angulos
interiores no adyacentes a éI”



a+h= &

Teorema de Pitdgoras: “En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de los catetos™

Al =B +C
Recordar:

Bisectriz: Dadas dos rectas r; y r; se define como bisectriz al conjunto de todos los
puntos P = (x, y), que equidistan de ambas rectas, es decir distancia de P a recta r; es
igual a la distancia de P a la rectarz

Es decir que para un par de rectas que se cortan existen dos rectas bisectrices by y by,
perpendiculares entre ellas y que dividen al angulo en dos dngulos congruentes.

Mediatriz: Dados dos puntos A y B se define como mediatriz al conjunto de puntos que
equidistan de A y de B. Es una recta que pasa por el punto medio de A y B y es
perpendicular al segmento AB

Mix

POLIGONOS

Poligono Convexo: es una figura plana y cerrada por tres o més segmentos de linea unidos en
sus extremos.
Los poligonos convexos reciben distintos nombres segin el nimero de lados:

3 lados — triangulo

4 lados — cuadrilatero
5 lados — pentagono
6 lados — hexdgono
7 lados — heptagono
8 lados — octogono



9 lados — enedgono

10 lados — decdgono

11 lados = undecégonos

12 lados — dodecagono

Cuando el poligono tiene un nimero n de lados, mayor a 12, se dice poligono de n lados. Por
ejemplo poligono de 17 lados.

Poligono Regular: Un poligono convexo se dice regular cuando tiene todos sus lados vy sus
angulos respectivamente iguales.

Ejemplos:

B C Q

A D F R
AB=BC=CD=AD PQ=QR=PR
A-B-é-b -

Perimetro de un Poligono: Se llama perimetro de un poligono a la suma de todos sus lados.
Si el poligono es regular el perimetro se calcula como: P = n.L , donde n es el nimero de
lados y L la medida de cada lado.

Ejemplos:

- para un tridngulo isésceles el perimetro es P = 2.L;+L; , siendo L, la medida de los dos
lados iguales y L; la medida del tercer lado.

- para un triangulo equilatero el perimetro es: P = 3.L ( por ser poligono regular)

- para un tridngulo escaleno el perimetro es P = Ly+Ls+La , siendo L, ,L,, L3 la medida de sus
lados.

Suma de los Angulos Interiores de un Poligono:

La suma de angulos interiores de un poligono es igual a 2 rectos por el numero de lados
menos dos
Suma angulos interiores=2 R (n - 2)

Ejemplo: Calcular la suma de los dangulos interiores de un octégono:
n=8§= 2R(E-2)=12R=12. 90" =1080°
Suma de los Angulus Exteriores de un Poligono:

La suma de dngulos exteriores de un poligono es igual a 4 rectos
Suma dngulos exteriores =4 R

Cuadriliteros

L.os poligonos de cuatro lados, llamados cuadrilateros, tienen los siguientes elementos:
4 vértices, 4 lados, 4 dngulos interiores, 4 dngulos exteriores, 2 diagonales.



A, B, C,D: vértices AB,BC,CD, DA : lados

AN

ABC,BCD,C E}A, D:\! B: dngulos interiores r;:, ﬁ,}r,c?: angulos exteriores

AC,BD : diagonales
Suma angulos interiores = 2 R (n — 2) — Suma angulos interiores = 2 R (4 - 2)

— Suma dngulos interiores =4 R
Suma dngulos exteriores =4 R

Clasificacién de los Cuadriliteros. Propiedades.

1°) Trapecio: Se llama trapecio a todo cuadrilatero que tiene por lo menos un par de  lados
paralelos. Los lados paralelos se llaman bases.

B c
A / D
BC y AD son bases del trapecio
Todo trapecio que tiene dos angulos rectos se llama trapecio rectangulo

B [

I T

A=B= 90°, BC paralelo AD 7 "
- Todo trapecio cuyos angulos adyacentes a las bases son congruentes, y los otros dos
lados son congruentes, se llama trapecio isosceles.
B

L

ﬁ = E? (4ngulos adyacentes al lado BC), EJ = ;K (angulos adyacentes al lado AD)
BC y AD son bases, BA = CD (lados distintos de las bases)

e

2°) Paralelogramo: Se llama paralelogramo a todo cuadrildtero que tiene dos pares de  lados
paralelos.



L7

Nota: El paralelogramo es un trapecio particular en el que pueden considerarse como bases
cualquiera de los lados paralelos.

AB paralelo a CD y AD paralelo a BC

3") Rectdngulo: Se llama rectingulo a todo cuadrilitero que tiene sus dngulos rectos.
B

o
A A ’

A=B=C=D=09(° o =

Nota: El rectangulo es paralelogramo y es trapecio rectangulo isosceles.

4") Rombe: Se llama rombo a todo cuadrilatero que tiene sus lados congruentes.

<\\ e

AB=BC=CD=DA o

5%) Cuadrado: Se llama cuadrado a todo cuadrilatero que tiene sus lados y sus dngulos
congruentes.

B L

Eal LY E E

AB=BC=CD=DA AzBaszﬁl:BD” & ’

6°) Romboide: Se llama romboide a todo cuadrilatero que tiene dos pares de lados
congruentes.

=
-,

] ’r/'/ \\\\' 1=}
\ /
Y
AB=DA yBC =CD

Nota: - Todo rombo es romboide
- Todo cuadrado es rombo y rectangulo

7%) Semirromboide: Se llama semirromboide a todo cuadrilitero que tiene un par de lados

consecutivos congruentes.
o

BC=CD



Resumen:

Trapecio rectangulo \

Trapecio —» Trapecio isdsceles —  Rectangulo

N Paralelogramo / \

Cuadrilitero Cuadrado
General

Rombo

v

_ Romboide
Semirromboide f"/ﬂ

Propiedades de las Diagonales:
1) En todo cuadrilatero convexo las diagonales se cortan en un punto interior al mismo.

2) Si las diagonales de un cuadrilitero se cortan en su punto medio, dicho cuadrilatero es un
paralelogramo.

3) Si las diagonales de un paralelogramo son perpendiculares, el paralelogramo es un rombo.

4) Si las diagonales de un paralelogramo son bisectrices de los pares de dangulos opuestos
correspondientes, el paralelogramo es un rombo.

5) Si un cuadrildtero tiene diagonales perpendiculares y una corta a la otra en parte
congruentes dicho cuadrildtero es un romboide.

6) La diagonal principal del romboide es bisectriz del par de éngulos opuestos
correspondientes.

7) Si las diagonales de un cuadrilatero son congruentes y se cortan en el punto medio, dicho
cuadrilatero es un rectingulo

8) Si las diagonales de un rectangulo son perpendiculares, dicho rectangulo es un  cuadrado.

9) Si las diagonales de un rectangulo son bisectrices de los pares de dngulos opuestos
correspondientes, dicho rectangulo es un cuadrado.

Area de Superficies Planas

Recordar: Los conceptos de superficie y drea son distintos.

e Una superficie plana es una parte del plano, es un ente geométrico: s un conjunto de
puntos.

» El drea es una propiedad de la superficie. El drea de una superficie es una cantidad, o
sea un nimero real que varia de acuerdo a la unidad elegida.

Faormulas para el cilculo de dreas de superficies planas
1) Area del Rectangulo: bx h




2) Area del Cuadrado: L ?

I
3) Area del Paralelogramo: bx h

I h
I

b

4) Area del Trigngulo: bxh
2

b
5) Area del Trapecio: (B+hb).h

6) Area del Rombo: Dxd

2

7) Area del Romboide: Dxd

T
g £ H

8) Area del circulo: n.R*



9) Area del Pentigono: (perimetro x apotema) / 2

El pentagono regular es un poligono de cinco lados
iguales y cinco angulos iguales. Apotema: segmento que
une centro con punto medio de cada lado.

10) Area del hexagono: (perimetro x apotema) / 2

El hexdgono regular es un poligono de seis lados iguales y seis
angulos iguales.

Los tridngulos formados, al unir el centro con todos los vértices,son
equilateros.

Se resume, en el siguiente cuadro, perimetro y drea de figuras planas

Figura Plana | Forma | Perimetro Area

C Al

Tridngulo .

| by P= AB+BC+CA o .1
[ 2
T
B
Rectangulo i P=2.b+2.h |A=Db.h

Cuadrado - P=4. L A=L?

Paralelogramo | P=2.a+2b |A=b.h




Figura Plana Forma Perimetro Area
Trapecio b
P =B+b+c+d A= (B+blh
c
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FORMULAS PARA EL CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES DE CUERPOS
CUBO DESARROLLO DEL CUBO

- -

i
-
.

arista
arista =1

El cubo es un sélido limitado por seis cuadrados iguales, también se le conoce con el nombre
de hexaedro

Area lateral = 41°

Area total = = 61

Volumen del cubo = P

PRISMAS

Volumen del prisma = drea de la base x altura

Area lateral = perimetro de la base x altura del prisma

Area total = drea lateral + 2.drea de la base

A continuacion estdn dibujados los prismas triangular, cuadrangular y hexagonal.

a) Prisma Triangular DESARROLLO DEL PRISMA TRIANGULAR

T
e T
[T TSR -

DESARROLLO DEL PRISMA CUADRANGULAR

¢) Prisma Hexagonal DESARROLLO DEL PRISMA HEXAGONAL
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PIRAMIDES

Piramide regular es un solido que tiene por base un poligono y cuyas caras son triangulos que
se relinen en un mismo punto llamado vértice.

Volumen de la pirdmide = (drea de la base x altura) /3
Area lateral = (perimetro de la base x apotema) /2
Area total = drea lateral + drea de la base

A continuacion estan dibujados el tetraedro, la pirdmide triangular y la cuadrangular.

Tetraedro: es una pirdmide formada por cuatro tridngulos equilateros. Cualquier cara, por
tanto, puede ser la base.

TET D DESARROLLO DEL TETRAEDRO

Piramide triangular: la base es un triangulo equilatero v las caras laterales son tridngulos
isdsceles.

PIRAMIDE DESARROLLO DE LA PIRAMIDE TRIANGULAR

Piramide cuadrangular: aqui la base es un cuadrado, teniendo cuatro caras laterales.



PIRAMIDE DESARROLLO DE LA PIRAMIDE
CU NGULAR CUADRANGULAR

LA

CONO

El cono es el solido engendrado por un tridngulo rectangulo al girar en torno a uno de sus
catetos.

Volumen del cono = (irea de la base x altura) / 3

CONO DESARROLLO DEL CONO

]

“Jl/ .
l

Arealateral=.r.g
Area total = drea lateral + drea de la base

CILINDRO

El cilindro es el solido engendrado por un rectangulo al girar en torno a uno de sus lados.
Volumen del cilindro = drea de la base x altura

CILINDRO DESARROLLO DEL CILINDRO
= C.

—_—
q% A kﬁ

Area lateral = perimetro de labase x altura=2. . r. h

Area total = drea lateral + 2.irea de la base



ESFERA

La esfera es el solido engendrado al girar una semicircunferencia alrededor de su didmetro.
b

g i
Dlndss

Area de la esfera =4 .ur’

Volumen de la esfera = (4/3).m.r°
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